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Introduccion

Estudiaremos la dindmica de un vehiculo articulado, que se mueve bajo su propia inercia.
El sistema consiste de un carro esta enganchado a un convoy de n trailers. Interpretaremos el
sistema como el carro porta equipaje del aeropuerto, este es un problema de la mecanica no
holénoma dado que el carro y los n trailers estan sujetos a (n+1) restricciones no holénomas,
una por cada cuerpo. La idea es que el carro y los trailers no pueden moverse en la direccion
perpendicular a sus ruedas. Esto recuerda el problema del trineo de Chaplygin, el cual es
un caso particular del nuestro para n = 0 y con una condicién extra en los parametros, lo
cual se discutird mas adelante. Este problema es de interés dentro del marco de la teoria de
control.

La tesis estd organizada de la siguiente manera; En el Capitulo [1| recordaremos la for-
mulacién Lagrangiana de la mecanica en sus distintos casos y deduciremos las ecuaciones de
Hamel. En el Capitulo 2 intruduciremos el sistema y la notacién que seguiremos en nuestro
trabajo. Discutiremos cudl es el espacio de configuraciones, las restricciones no holénomas y
escribiremos la eneregia cinética del sistema. También discutiremos las simetrias del sistema
bajo la accién del grupo euclidiano SE(2) y definiremos el espacio reducido bajo la accién
del grupo. Por 1ltimo, en el Capitulo 3| encontraremos las ecuaciones de movimiento reduci-
das esta es la formulacion de Hamel. Mostraremos que los niveles de energia son toros de
dimensién (n + 1) y daremos una expresion del sistema en cada uno de ellos. Clasificaremos
los puntos de equilibrio usando la aproximacion lineal del campo vectorial. Posteriormente
trataremos el caso donde el centro de masa del primer carro coincide con el punto donde se
engancha a su antecesor, encontraremos que, en este caso, el sistema tiene una constante de
movimiento extra. Haremos un estudio exhaustivo del caso n = 1. Finalmente, en el Apéndice
se discutira el interés del problema en relacién con el grado de holonomia en distribuciones.



Capitulo 1

Mecanica con restricciones

1.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange con restricciones

Para sentar las bases del trabajo empezaremos deduciendo el formalismo de la mecédnica
Lagrangeana. Consideremos una variedad diferenciable () de dimensién n con coordenadas
locales (g1, . . ., gn), en mecénica llamado espacio de configuraciones. De forma natural pode-
mos considerar T'Q) el haz tangente de () y en el podemos definir la funcién Lagrangiana
L :TQ — R la cual estd definida como £ := K — V donde K es la energia cinética y V es
la energia potencial. Algunos sistemas mécanicos tienen restricciones, como por ejemplo, el
péndulo plano, aunque como sistema fisico vive en R?, las posiciones admisibles del sistema
tienen que cumplir la ecuacién de un circulo. Esto nos dice que la velocidad de la masa es
tangentes a este, por lo tanto las velocidades admisibles del sistema son un subespacio del
espacio tangente a R? con lo que definimos el espacio de velocidades admisibles D, el cual
es una distribucién definida en R?, por lo que si v € D, donde ¢ = (z,y) es un punto que
cumple la ecuacién x? + y? = r? | tenemos

0= dr*(v) = d(z* + y*)(v) = 2(xdx + ydy)(v).

Concluimos que las restricciones en las posiciones nos definen restricciones lineales y ho-
mogéneas en las velocidades a través de uno — formas y el nicleo de éstas define el espacio
de velocidades admisibles del sistema las cuales son una distribucion D sobre M.

Un segundo ejemplo es un trineo que se desliza sin resbalar en el hielo sobre una cuchilla
donde el sistema tiene la restriccion de que el trineo no se puede mover en la direccién per-
pendicular a la cuchilla. En este, caso las restricciones del sistema estan sobre las velocidades,
las restriciones son lineales y homogéneas, es decir en términos de una uno — foma, lo que
nos define una distribucién, D, de velocidades admisibles.

Un sistema mecanico consta de un espacio de configuraciones @), una funciéon Lagrangiana
L y una distribucion D de velocidades admisibles, la cual esta definida como la interseccion
del ntcleo de formas diferenciales 8¢ linealmente independientes con o = 0,1,...,k las
cuales estdn dadas por las restricciones, con lo cual si v = (¢',...,¢") € D en coordenadas
locales tenemos

0= B(v) = B2 (L.1)

4
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Las ecuaciones de movimiento para un sistema mecanico (Segunda Ley de Newton) son

d (0L 0L
SZ) = _Riconi=1,..., 1.2
o ( 6(_31) o7 R;,con i n (1.2)

donde R; son las fuerzas de reacciéon y todas las fuerzas fisicas son conservativas.

Para determinar R; usamos el Principio de D’Alembert segun el cual si R; no realiza
trabajo sobre los despfazamientos virtuales es decir, si v satisface entonces R;¢* = 0
lo cual implica que para ciertos escalares A,..., A\ se satisfacen las siguientes igualdades
R; = M\, 3. Con esto podemos reescribir las ecuaciones de movimiento como

d (0L oL

— - | — — = A\GY =1,...,

o ( Gq") o0 B con i n
B*'=0cona=1,....k

(1.3)

Este es un sistema completo para determinar (g, q) y A.

1.1.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange con restricciones holénomas

Supongamos que 3 = 88{1 ~ para ciertas funciones f* : Q — R. Con esto podemos

reescribir la ecuaciones (|1.1)) como

fq)=cte a=1,... k. (1.4)
Reciprocamente, una restriccién de la forma ((1.4)) implica las ecuaciones (|1.1)) con

o_ 9

En estos casos tenemos restricciones exclusivamente en las posiciones. Este tipo de res-
tricciones se llaman holénomas. Para este caso las ecuaciones de movimiento se reescriben
como

dt

d (65) 0L af” .
— | — =A—=—coni=1,....,n
G’

¢ " 0g (1.5)
f(q) = .

Como puede revisarse en e.g. [5], estas ecuaciones son equivalentes a la ecuacién vararia-
cional ¢ [ Ldt = 0, donde § es la primera variacién sujeto a restricciones.

Las relaciones f¢ = ¢“ definen una subvariedad @ C () de dimensién n — k, con coorde-
nadas s',...,s" %, cuyo planos tangente coincide con D. Podemos definir £ := L|T@ donde

|Tc§ denota la restriccién de la Lagrangiana a T'(), entonces las ecuaciones de movimiento
son equivalentes a

d (0L oL .
%<aéi)—8Si—000n2—1,...,n—k‘. (1.6)
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Ejemplo 1.1.1. Péndulo plano bajo la fuerza de la gravedad; es decir, QQ = R? con coorde-
nadas locales (x,y) entonces

m
2

Y la funcion f(z,y) = z* + y* = r?.Ya completos nuestros ingredientes tenemos que las
ecuaciones de movimiento son

L(x,y,&,9) = = (@ + ) — mgy. (1.7)

T=Ar
y+mg =Xy (1.8)
2 +y? =1’
Ahora derivando con respecto al tiempo la tercera ecuacion dos veces, llegamos a
Fx 4 gy + 2 + 97 = 0.
Al sustituir aqud las primeras dos ecuaciones y despejar A\, obtenemos la relacion

B4 4 myy
. :

A

A se interpreta como la fuerza de tesion. A continuacion si sustituimos el valor de A en las
primeras dos ecuaciones, con esto eliminamos A para dejar un sistema de dos ecuaciones de
segundo orden con dos incégnitas. Estas ecuaciones tienen como primera integral xa + yy.

Como lo mencionamos antes, la restriccion z* + y? = r? define una subvariedad @) cuyo
planos tangente conicide con la distribucion de velocidades admisibles; en este caso podemos
parametrizar a ésta con (x,y) = (rsinf, —rcosf) con lo cual la funcion Lagrangiana queda
dada por

m, -
Llrg = E(r ) + mg cos .

Aplicando las ecuaciones (1.6 tenemos
mr20 +mgsinf = 0

la cual es la familar ecuacion del péndulo ensenada en los cursos bdsicos cuya deduccion
también puede hacerse usando la seunda ley de Newton.

Este método es hoy todavia ensenado en cursos basicos de mecanica analitica. El problema
de esta forma de plantear las ecuaciones en un sistema con n coordenadas y k restricciones
es que tenemos que resolver un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo orden y k
ecuaciones algebraicas, lo cual hace que en la mayoria de los casos sea un problema bastante
dificil de atacar. El lector con todo derecho podra pensar: para qué nos preocupamos en usar
los multiplicadores de Lagrange, si podemos estudiar el sistema en coordenadas locales a la
subvariedad y utilzar las ecuaciones , en vez de resolver un sistema de ecuaciones con
n ecuaciones diferenciales y k ecuaciones algebréicas, solo resolvemos un sistema de n — k
ecuacion diferenciales lo cual parece ser mucho mas natural y facil. El problema de esto es que
en general nada nos asegura que podamos elegir unas coordenadas tan buenas para el sistema
como el caso de las coordenadas polares en el péndulo plano, ya que en general tendremos
k ecuaciones algebraicas que satisfacer y encontrar coordenadas locales a esa subvariedad
puede ser tan dificil en términos computacionales como resolver las ecuaciones para obtener
los multiplicadores de Lagrange.
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1.1.2. Ecuaciones de Euler-Lagrange con restricciones no holéno-
mas

El caso en que la distribucién D es no integrable corresponde a la mecénica no holénoma.
Sabemos que en este caso no hay principio variacional, el lector podra revisar esto en [1] y
que no existe ninguna subvariedad cuyo plano tangente sea las distribucion de velocidades
admisibles D, es decir D no es integrable. Las ecuaciones de movimiento son

d (0L 0L

— =) — — =\ 6 =1,...,

o < 8q”) o7 B con n
B = .

Ejemplo 1.1.2. Trineo de Chaplygin: Este problema consta de un cuerpo rigido que se

desliza en el hielo sin resbalar, libre de fuerzas. El trineo se desliza sobre una cuchilla lo cual

define la restriccion de que el trineo no se puede desplazar en la direeccion perpendicular a
la cuchilla. En este caso Q = R?* X S con cooordenadas locales (z,y,0),

. 7.
La uno — forma que define la distribucion es f = — sinOdx + cos Ody, por lo tanto una base
para D es
0
21 = cos— + sinf—
! ox oy
o 0
T 00
Por lo que si v € D entonces podemos ver a v como combinacion lineal de la base v =
uz1 + wzs.

Para este sistema mécanico, las ecuaciones de movimiento son

mi = —Asinf
mi = Acost
. (1.10)
Jo =0
—sin 0z + cosfy = 0.
Derivando con respecto al tiempo la ultima ecuacion tenemos, la siguiente relacion
0(— cos 0 — sin 0y) — sin 0 + cos Bij = 0 (1.11)

Si sustitutmos las primeras dos ecuaciones de movimiento en tenemos
0 cos 0 + sin Oy = \.
Con esto podemos sustituir en las ecuaciones para eleminar A obtenemos
i = 0(—sin(0) cos(d) — g sin’(6))
ij = 0(i cos®(A) + g sin(0) cos(h)) (1.12)
0=0
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Una vez mas esta forma de atacar el problema es muy complicada por lo que hay que usar mds
geometria. El término cos 0t +sin 6y es la componente lineal de la velocidad en la dirreccion
de la cuchilla, esta cantidad fisica es importante por lo que le llamaremos u, la componente
de la velocidad perpendicular a la cuchilla le llamaremos v = —sinfi + cosfy, y ésta es
naturalmente cero; por ultimo definimos w = 6. Derivando estas expresiones llegamos a

i = i cos(0) + ijsin(0) + 0(— sin i + cos 07))

W = —Zsinf + jj cos 0 — 0(cos O + sin O)

w==0

Si sustituimos las ecuaiones (1.12)) en estas ultimas, tenemos

U=
=20
w=0~0

Pero v =0, por lo que concluimos que u = ugy es constante y también que 0 = wy por lo tanto
0 = wot + 0. Despejando =,y en términos de u,v obtenemos las siguientes relaciones

T = g cos(wot + Og) — vsin(wot + Gy) = ug cos(wot + 6p)
¥ = ug sin(wot + 0p) + v cos(wot + bp) = ug sin(wot + 6p)

con esto es fdacil ver que la trayectoria del trineo son circulos de radio 378 st w # 0y lineas
rectas en el caso contrario. Por ultimo notemos que la fuerza de constriccion no realiza
trabajo ya que

V- F.= (upcos,ugsinf) - A(—siné, cos ) = 0.

El caso de la mecanica no holénoma es mas dificil por el hecho de que D es no integrable,
esto quiere decir que no existe una subvariedad cuyos planos tangentes estén contenidos en
el ntucleo de las diferenciales, por lo que no podemos aspirar a encontrar una subvariedad.
Pero inspirados en el ejemplo, tal vez no podamos restringir las coordenadas a una subvarie-
dad, pero si podemos restringir las velocidades del sistema a la distribucion de velocidades
admisibles, para tratar de encontrar unas nuevas ecuaciones tipo Euler-Lagrange, pero sobre
la distribucion estas son las llamadas ecuaciones de Hamel. Esta idea novedosa sera desarro-
llada a continuacion de manera tedrica y usada para encontrar las ecuaciones de movimiento
del problema que a continuacion se presentara. Este trabajo sera la busqueda de las coorde-
nadas naturales para plantear el problema, en este caso las coordenadas no seran para una
variedad si no para una distribucion pero siempre llevados por seguir la maxima moraleja de
la mecénica, La Mecénica es el arte de elegir las coordenadas adecuadas.

1.2. Ecuaciones de Hamel

1.2.1. Ecuaciones de Hamel con restricciones holonomas

Consideremos una variedad Riemanniana (@, g) de dimensién n, con coordenadas locales
dadas por (¢',...,¢") en una vecindad de un punto ¢ € @Q; la forma natural de construir el
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espacio tangente a () en ¢ es tomando como base de T;() al conjunto de vectores {a%}’ por

lo que si V € TQ entonces V = ¢’ a?;i con lo cual podemos darles coordenadas locales al haz
tangente de Q como (¢*,...,q" ¢',...,¢"); lo cual fue como se procedié en los ejemplos m
y . Pero esta no es la tnica forma de construir coordenadas a 7T,(), podemos tomar n
campos vectoriales {Z;(¢) } linealmente independientes es decir una base de T,,Q). Este estudio
es local dado que los campos estan definidos de manera local, por lo tanto el vector V' € T,0Q)
ahora lo podemos ver como V = v*Z,(q) y podemos ver a T'Q en las nuevas coordenadas
como (q',...,¢", v, ..., v"), la colecciéon de campos {Z;(q)} es llamado un marco mévil, las
v¥ son llamadas cuasi velocidades y podemos tomar estos campos de forma que tomen en
cuenta simetrias del problema.

La diferencia fundamental con las velocidades es que el marco mévil {

)
57} €s generado por

coordenadas y en general un marco {Z;(q)} no puede ser generado por coordenadas, basta
pensar en el caso en que la distribucion no es todo T'Q) y es no integrable. Aqui serd crucial
definir las funciones Czk,j : @ — R, que cumplen la relacién

don [-,-] es el corchete de Lie de campos vectoriales. Dichos coefecientes seran llamados
coeficientes de estructuray son comunmente usados en teoria de distribuciones. Denotaremos
por {u'(q)} el marco dual a {Z;(¢q)} los cuales cumplen la relacién

< 4i(0). Z,(q) >= 4L, (1.14)

de igual forma que al marco { a?;i} le corresponde el marco dual {dq'}, lo que nos lleva a
definir la relacion

Zj = pﬁa—qk p' = oydg", (1.15)

donde p;?, ot : @ — R son funciones suaves. Gracias a ((1.14) tenemos que o p? = 5;-, por lo

tanto son matrices inversas y tenemos de manera natural

oV 7 = —— pfuj = dq". (1.16)
el hecho de que V = v¥Z;(q) nos da la siguiente relaciéon
¢ = pjot, (1.17)

nuestro ultimo ingrediente son las ecuaciones de FKuler-Lagrange

d (0L 0L

Con esto ya estamos listos para deducir las ecuaciones de Hamel, lo cual serd un ejercicio
de repasar la regla de la cadena. La Lagragiana esta definida en términos de las coordenadas

(', ...,q", ¢, ...,q") al igual que en los ejemplos y|1.1.2,

~

L(q,v) = L(q, piv*) = £(q,q) (1.19)
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Al derivar tenemos que

9L oL L 0L AL O]
s _ Py 2 0% OO0 (1.20)
ot dgk dgk gk O¢F Ogk
derivando con respecto t el lado izquierdo tenemos
d (0L d oL\ , 0L [0pF
— ) = === | pi + = | =24 1.21
dt (w) (dt aqk) Pt 5 <an @ (1.21)
Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange y las ecuaciones vemos que
d (0L oL\ . 0L (9o .,
- = =)+ = L 1.22
ai (aw) <aqk) Pt B¢ (aqkpf“ (1.22)

Despejando de la ecuacién derecha de |1.20] el término % llegamos a

d (oL\ (0L 0Ldp ,\ . 0L (opl »,\ 0L , 9L ,(0p ., 9 ,
%(%i)_(a_c/f_@_qj@_cﬁ“ 7o \ag" | T o " 2" \ag” T 9"

(1.23)
Basta calcular una expresion local de las funciones C’fj definidas en m para concluir

J j j j
(20, Zi) = — (ﬁpk _om pk> 9 = o (%pk _ 9p; pk> X,

ot agh"t ) dgi okt AghT

y por lo tanto

v = 0 aqkpe_a_qkpi . (1.24)

Ahora si despejamos el término % de la ecuacion izquierda de |1.20| para sustituir en
1.23| obtenemos que,

- aqkpf o ogm

oL oL . . [op . 9pl oL oL ., .
o o (aqkp'f‘a—qﬁ”f)‘—'“ v

por lo tanto

d (0L 9L , 9L , .

Estas son las ecuaciones de Hamel, con ¢ = 1,...,n.
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1.2.2. Ecuaciones de Hamel con restricciones no holonomas

Con las ideas ya claras en como se procedera deduciremos las ecuaciones de Hamel para
sistemas no holénomos; ahora el espacio de velocidades admisibles del sistema no es todo el
haz tangente si no la distribucién D la cual tiene rango r y una base local {Z;}, completando
una base para el espacio tangente 7,() con {Y;} donde i = 1,...n —r, nosotros denotaremos
el marco movil {Z,,Y,} donde los indices « = 1,...,rya=1,...,n—r. De manera natural
cualquier vector V en 7;,() lo podemos ver como V = v*Z, +u"Y,, por lo tanto v*, u® son las
cuasi-velocidades correspondientes y también tenemos el marco dual {u®, v*}. Las ecuaciones
equivalentes a[1.15| en este caso son;

a « (0%
Lo = Pﬁa—qk py = odg", (1.26)
a a a
Yazpsa—qk vt = opdg",
por lo tanto
k k,« k,a

De forma similar tenemos

=042a +01Y,

g+
Las ecuaciones de Euler-Lagrange en este caso son
d (0L 0L ,
— - | — — =R, bip. =0 1.27
dt (@qZ > 8ql y 1 pOé ( )

donde el lado izquierdo son las ecuaciones de Euler-Lagrange igualadas a las fuerzas de
restriccion y las ecuaciones del lado derecho es pedir que los campos X, es cumplan las
restricciones. Las restricciones no holénomos podemos escribirlas como u? = 0 para a =
1,...,n —r. por lo tanto (¢*,v®) sirven de coordenadas locales para D C TQ. La idea
serd restringir £ a D, de forma analoga; definimos z(qi, v, u?) = L(q%, ¢%), usando las regla
de la cadena tenemos que

oL AL 0L _ 0L , 0L _ 0L 0L (%Ua+%ua) (1.28)

= 77 Pus = =7 Pa> T2 =5t 5o
ove  Ogk Pa ous  9gk P ogk  Oq¢k  O¢i \ OgF gk
Usando las ecuaciones de Lagrange-D’Alembert y el hecho de que las fuerzas de reaccién

no hacen trabajo, de forma analoga a la deduccion de las ecuaciones de Hamel en la seccion
anterior tenemos que

d (00N 0L , 9L ,(0ps , 9P .\ 0L . (0p . 9P ,
N\ 3 | = aplat 5\ 5kl T Bk | ek - ) (12
dt <8va> aqkpa _l_ aqjv (aqk pﬂ aqk pﬂ + aqju 8qk pa 8qk pa < 9)



12 CAPITULO 1. MECANICA CON RESTRICCIONES

Como el lector recordara, el siguiente paso para demostrar la formula de Hamel fue
calcular las funciones C7; en coordenadas locales, el hecho importante a remarcar aqui es
que a comparacién del caso anterior [Z;, Z;] ¢ D, por lo que al expresar el conmutador en la
base {Z,,Y,} obtenemos

opl ;. O ) 0 opl . Opl 4 Op] 1 O 4
ZiZ)=— | Zhpf — 2t =0 e D R e P R
o (%W 00" ) 5 = 7 \ 0™ 90’ 7\ 00"~ 90"

El problema aqui es bajo que criterio escoger las funciones C77, sin perder las informacion
fuera de D. Hasta ahora solo usamos la estructura diferenciable de la variedad, gracias a la
métrica riemanniana dada por la energia cinética podemos considerar la descomposicion de
T,Q = D @ D+ y la proyeccién ortogonal P : T,QQ — D dada por la métrica riemanniana,

con lo que definimos C7} como las funciones que cumplen la relacion

Usando esto podemos encontrar una expresion local de C77,

{Y,} una base del complemento ortogonal a D con lo cual

o (00, Op
P(Z;, Z;]) = —0f (8%/)? - a—quf) Za,

simplemente considerando a

con lo que concluimos que

apj k 8/)Z k
@ — _ g% L — L] 1.31
C’L] U] <8Qk Pre an Pi ( 3 )

Con esto rescribimos

[Zi7 Z] = Ciana + Cl'ana

Despejando de M de la ecuacion |1.28| para sustituir en |1.29| obtenemos que

% aqk Pi 81}70143@ Wp/g’ - 8_qkp,8) + a_q] 5’qk Pa 8qk Pa

azk 0L 50 aLﬁa L OL o (O0h i O
= ag" T o Cas T gt Can T g\ ggee T 9gte )

g<aﬁ> OL o, Ok 5 00h 0L am(@_%_@_%)
(1.32)

Ahora es cuando restringimos a D, es decir tomar u* = 0

d [ 9L (oL . [ 00 P oL
dt ((91)0‘ a—0> : (aqk a—O) pa ’ (81}7 a—0> ’ COCB ’ (81,&&

Ahora definimos la lagrangiana de constriccién £, como la restriccién de £ a D, es
decir £. = L]|p entonces podemos escribir L.(¢",v*) = L(q',v*,u®), con esto tenemos las
identidades

) Wty (1.33)
u®=0
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OL| o\ ok fok] ) _ oL
v o - Ove’ Oq* o — OgF

Con esto la ecuacién [1.29 se convierte en
d (0L oL . [OL ; oL
— < = = = o8 Boe..
dt (ava uao) ( oq* uao) Pa T ( O u“o) v Cap T+ (aua ) v Chp
wa— = %Lc(qi, u®,0), con esto obtenemos

Por ultimo falta notar que gﬁ; lua=o, ya que gﬁ;
el resultado buscado.

u?=0

dOL. _ 0L . 0L
dt Ove  Ogk Pa™ G

vC, (1.34)



Capitulo 2

Planteamiento del problema.

la notacién a continuaciénse definira es la misma de los articulos [10}, [16]. Consideremos el
acoplamiento n + 1 carros (Bg, By, ..., B, ) sin fuerza motris. Los trailers forman un convoy
que se mueve sobre el plano (ver la Figura para el caso n = 2).

Cada carro del convoy tiene dos pares de ruedas; denotaremos por (x;,y;) el punto medio
del eje del carro (i = 0, ...,n) con respecto a la eleccién de los ejes cartesianos. La orientacion
de B; esta determinada por el dangulo 6; formado por el eje del carro y el eje x del marco

elegido (ver la Figura [2.1)).

2.1. Cinematica

Las restricciones holénomas del sistema estan dadas por el hecho de que el carro B;
esta enganchado al predecesor B;_; por una varilla, donde asumimos que estas son de largo
(. Idealizando el problema, la varilla no tiene masa y es rigida, por otro lado el eje de cada
carro tiene la restriccion de tener la misma orientacién que la varilla que enganchaa su carro
con el predecesor, por lo tanto las coordenadas (z;,y;) estan relacionadas con (z;_1,y;—1) por
las ecuaciones (ver Figura),

(xlayl) —f-ﬁ(cos@i,sinﬁi) = (xi—layi—l)y 1= 17"'ana (21)

que definen 2n restricciones holénomas.

Por otro lado, las ruedas de cada coche imponen la restriccion no holénoma, la cual
implica que ningin carro puede moverse en direccién perpendicular a su ejeﬂ con lo que
tenemos n + 1 restricciones no holénomas.

T;sinf; —y;cos0;, =0, 1=0,1,...,n. (2.2)

Gracias a la ecuaciones holénomas [2.1] la configuracién del convoy queda determinado
por los valores de las coordenadas

330,?/0,90,91, cee aen-

L Aunque es verdad que un coche real su velocidades no posibles son mas que la direccién perpendicular
al eje, este modelo puede ser una buena aproximacién

14
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B, center of

Yo

Y

Y

\ 4

Figura 2.1: El convoy de n-trailer con n = 2.

Por lo tanto el espacio de configuraciones del sistema es una variedad de dimensién (n + 3)
dada por @ = SE(2) x T" donde SE(2) es el grupo Euclidiano que actua en R? y T" el toro
n-dimensional. Las restricciones no holénomas 2.2 definen una distribucién de constriccién
D en ) de rango 2.

2.2. Dinamica

Pensaremos que el centro de masa del carro B estd desplazado en direccion del eje del
mismo carro una distancia a hacia adelante del punto (z,yo) (ver figura [2.1)). Por lo tanto
si, (z¢,y.) denotan las coordenadas del centro de masa de By, tenemos que

(%¢, ye) = (20, Y0) + a(cos By, sin by). (2.3)

Denotaremos la masa de By por M y Jy al momento de inercia respecto al centro de
masa. Por otro lado suponemos que los trailers By, Bo, ..., B, son idénticos y que el centro
de masa respectivo a cada trailer estd en el punto medio su eje, es decir en (x;, ;). La masa
de cada carro es m y el momento de inercia respecto al punto (z;,y;) es J.
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La energia cinética del sistema esta dada por

Lo o 2 | 2 — o o o
K = §[J090+M(a:c+yc>+J;9i +m§(xi + 7).
Usando la ecuacién ([2.3), tenemos que

1 . . L n
K= 5[(Jo + Ma?)03 + M (&5 + ) + 20 M0 (jjo cos o — o sinbo) +J Y 67 +m > (&7 + 7).

Usaremos las ecuaciones (2.1)) para eliminar las variables (x;,v;). Asi obtenemos la La-
grangiana del sistema £ : T'Q) — R en términos de las coordenadas (g, yo, 0o, 01, - -, Oni1),
gracias a que

xi:xo—EZcos@-, yi:yO—EZSinej, 1=1,...,n. (2.4)
=1 =1

derivando estas expresiones tenemos

.I.‘Z‘:J'ZO—FEZQ‘]‘COSH]‘, yi:yo—EZstinﬁj, zzl,,n
J=1 =
Y por lo tanto

n

> @+ ) —i xOMZe cost);) yo—zzZH sin0,)
i=1

i=1
— Z[(m% +95) + 20 Z 0, (o cosB; — o sinb;) + 62(2 0, sin6;) + 62(2 0, cos 6;)?].
=1 j=1 j=1 j=1

Desarrollando los dos primeros términos

> (@5 +u0)+20 > 6;(i0 cos ;o sin 6;)] = n(ig+55)+ Y (n+1—5)6; (i cos 6;— o sin 6;),
i=1 j=1 j=1

. (2.5)
dado que el término &g cosf; — yosinf; estd en los sumandos » ;" Oy (io cos by — Yo sin by,
param € {j,7+ 1,...,n}. Es decir dicho término no esta en los primeros j — 1 sumandos,

por lo que aparece en n — (j — 1) = (n+ 1 — j) ocasiones. Calculemos los términos restantes.

29 sin ;) ZG cos §,) Z@QCOS 0; —{—%ZZ Z 0k9 cos 0, cos 0;

k= 1; k41

+Z€28m 0; +2€22 Z 0;49 sin 6; sin Oy,

k=1 j=k+1
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con el mismo argumento de arriba podemos sumar sobre las i, factorizar (n + 1 — j) a los
términos que involucran a las 9]2- y aplicar el teorema de Pitagoras para obtener

% 7 n n—1 n
(Z 0, sin6;)* + (Z 0, cosf;)? = Z(n +1-— j)@? +2 Z Z (n+1— )06, cos(6 — 6;).
j=1 j=1 j=1 k=1 j=k+1
(2.6)
Usando (2.5 y (2.6 concluimos que
Z(:pf +92) =n(i5 + v5) + 2¢ Z(n +1 — 5)8,(1o cos B; — i sinb;)
i—1 j=1
n ' n—1 n o
+ 0> (1= )07 +202) 0 Y (41— )6, cos(6) — 6;).
j=1 k=1 j=k+1
Por lo tanto, la Lagrangiana del sistema £ : T'Q) — R estd dada por
1 : .
L= 3 <(J0 + Ma*)0® + (M + nm)(i* + §*) + 2Mab(y) cos § — i sin §)
+2m/ jzl(n +1—4)0;(ycos; —isinb;) + ]Zl(J + (n+1—j)me*)0; 2.7)
+2m > Z Z (n+1— 5)6ib; cos(6), — @)) ,
k=1 j=k+1

A partir de ahora denotaremos a xg =z, yo =y y 0y = 6.

Usando las ecuaciones ([2.4]) para reescribir las ecuaciones en términos de las coorde-
nadas (zo, Yo, 00, 01, .. .,0,11) de @ llegamos a

i
tsinf; — ycosb; —I—EZCOS((‘),- —0,)8; =0, 1=0,...,n. (2.8)
j=1
En principio podemos encontrar las ecuaciones de movimiento con las ecuaciones y
usando el principio de D’Alembert y los multiplicadores de Lagrange, sin embrago este
método es poco 1til en términos computacionales dado que la elecciéon de coordenadas tal

vez no sea la Optima para plantear el problema, dado que no toma en cuenta las simetrias
del sistema.

2.3. Simetrias

Consideremos la accion de la matriz

cosp —sing r R
g=| sing cosp s | = ( 0 1 ) € SE(2)
0 0 1
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sobre la configuracién (x,y,0,6,,...,60,) € Q definida por

g (z,y,0,04,...,0,) = (xcosp—ysinp+r,rxsinp+ycosp+s,0+p, 6 +¢,....0,+p).

- (A (Zj)—f-(Z),0+<p,91+g0,...,9n+90)

Lema 2.3.1. La funcion Lagrnagiana dada por (2.7) y las ecuaciones holonomas dadas por
son invariantes bajo la accion del grupo SE(2)

Demostracion. La accién de SE(2) sobre @) pasa a T'Q a través del levantamiento tangente
g-(x,y,0,01,...,0,,2,9,0,01,...,0,) = (A (y) + (s) O+, . 0, +p A (y) 0,...,0,).

Analicemos cada uno de los términos (2.7)). Los que involucran a 6, 6,, . .., 6, quedan iguales.
Para el resto, gracias a que A es una matriz de rotacion, se cumple

N : :
x T T
Al A7) =@, 9)AA () =% + 9~
( (y>) (y> &0 (y) !
Desarrollemos ahora el término gy cos 6; — @ sin 0;:

(T sing + g cos) cos(f; + ¢) — (& cosp — ysing) sin(d; + ¢)

= y(sin psin(f; + ¢) — cosp cos(0; + ¢)) + @(sin p cos(d; + ¢) — cos psin(0; + ¢))
=ycos(f; +¢ — ) — @sin(f; + ¢ — ) = ycos(h;) — & sin(h;).
Por ultimo el término cos(6, — 6;) = cos(0x + ¢ — (8; + ¢)) = cos(fr — 0;). La funcion

Lagrangiana ([2.7)) y las ecuaciones ({2.8]) son invariantes bajo la acciéon dado que los términos
anteriores lo son. O

Este resultado nos permite plantear ecuaciones de movimiento reducidas en el espacio de
6rbitas D/ SFE(2) que es un fibrado vectorial de rango dos sobre el n-toro T.

Denotaremos la diferencia entre los angulos correspondientes a carros consecutivos del
convoy como (ver la figura

051:9—91, ai:@,l—@i, 222,,71, (29)

Estos nuevos angulos son invariantes bajo la acciéon de SE(2) y definen coordenadas sobre
la base T™ del espacio reducido D,/ SE(2).

Ahora denotaremos por u a la velocidad lineal de By en la direccién de su eje y a su
velocidad angular por w, las cuales podremos expresar como

u =T cosf + ysinb, w = 6.

Las variables u,w son coordenadas lineales sobre las fibras del espacio cociente D,/ SE(2).
Las ecuaciones reducidas forman un conjunto de n+ 2 ecuaciones diferenciales no-lineales de
primer orden y acopladas para u,w, aq, ..., Q.



Capitulo 3

Ecuaciones de movimiento

Las coordenadas aq, . .., «, son las coordenadas naturales para el sistema, dado que para
el sistema ( es decir la funcién lagrangiana y las ecuaciones no holénomas son las que
determinan la dindmica) los valores de 6,6,,...,6, son irrelevantes, los que determinan la
dindmica son la diferencia entre dos angulos consecutivos, esto se refleja en la simetria antes
discutida. Las coordenadas u y w contienen toda la informacién de la dindmica del carro
By generada por la restriccién sobre la velocidad del mismo carro. Lo que a continuacion se
presenta es la deduccion de las ecuaciones en las nuevas coordenadas, con las que es mas
facil obtener informacién sobre la fisica del problema.

3.1. Deduccidon de las ecuaciones de movimiento

Aqui desarrollaremos la idea de restringir la lagrangiana del sistema a la distribucion D.
Los célculos mas dificiles de este trabajo involucran la demostracion del siguiente teorema
por lo que decidimos separar la parte tedrica. El lector que no esté interesado en los aspec-
tos técnicos puede seguir la lectura tomando como verdades las ecuaciones de movimiento
planteadas.

Teorema 3.1.1. Las ecuaciones de movimiento reducidas del vehiculo articulado de n-
trailers en las coordenadas u,w, ayq, ..., q, estin dadas por

- 1 = OR Q(a) Ma
“ 7 T3R() (Z Ak@) " R ™ R

. M auw
w=—-—-——,
J0+Ma2 (3 1)
. u sin oy ’
a; =W — f s

k—2
ay, = 7 (I | cosak> (sinag_1 — cos ag_1 sinay,) , k=2,...,n.
i=1

19
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donde los coeficientes Ay seran calculados mds adelante[53.0 y

Q(a) := cos ay sin oy (mﬁ2 z": (H Ccos ak> JHCOS ozk)

j=1 \k=2

n . (3.2)
R(a):=M+m (Z cos? ak> + — ( HCOS ak>
j=1 k=1 k=1
donde denotamos a a = (aq, ... ,an).m
De acuerdo a las ecuaciones tenemos que
e—iaj =0—(0,—0+60,—6,+---+0,—0,_1) =06, i=1,...,n. (3.3)

=1

Usando esta ultima expresion podemos rescribir las restricciones no-holénomas como
sigue

Zsinf — ycos =0,

xsin<9—zi:aj)—ycos< Za]>+EZCOS<Z k) (0’—;@1):0, i=1,...

j=1 k=j+1

Estas definen las formas diferenciales 3; dados por

_sm<9 Zaj>d:v—cos<9 Z&])dy—i—EZCOS(Z k) (d@—é@,)

, 1.

k=j+1
y
Bo = sin Odx — cos Ody
Consideremos los campos vectoriales sobre ) definidos en las coordenadas (x,y, 0, a1, ..., aq)
por
0 0 0
7y = cost— 8— A Zy=—+— )
1 = COS o + sin —l—kz kaak 2 89+8a1’ (3.4)

Es claro que 5;(Z2) = 0 para ¢ = 0,1,...,ny Bo(Z1) = 0; busquemos qué valor tiene que
tener A; para que [31(Z1) =0

p1(Z1) = sin (0 — aq) cosf — cos (0 — o) sinf — £ (A;) = —sin(aq) — £ (A;) = 0.

Por lo tanto A; = = sin (o). Repitiendo la misma idea para determinar A, tenemos que
[ se ve como

Ba =sin (0 — a3 — ag) dx — cos (6 — a; — ) dy+£(cos (az) (df — day) + (dO — doyy — day)) .

INétese que R(a) > 0 para cualquier a.
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Aplicando identidades trigonométricas de forma andloga al caso anterior

Bo(Z1) = —sin (ag + ag) + £(— cos (az) %Sin (o) — %Sin (1) — Ay,)) = 0.

despejando A, llegamos a que

Ay = 1(sin (1) — cos (ar) sin (aw))

14

Para encontrar la formula general de las Ay repitimos el procedimiento una tltima vez,
tenemos que

fs =sin (0 — a3 — ag — ag)dr — cos (0 — a; — as — az) dy
+ 0(cos (ag + ag) (dO — day ) + cos (as) (dO — doy — dag) + (dO — doy — day — dag))) .
(3.5)

Evaluando en Z; tenemos
0= p5(Z1) = —sin (o + s + a3)+€(— cos (ag + ag) Ay —cos (a3) (A1 +Az) — A1 — Ay — A3).
Procediendo de forma andaloga el lector podra verificar que

Az = 7 cos oy (8in ay — cos ag sin aig).

El coeficiente A4 se puede calcular de manera similar y obtenemos calcular A4, para auto
convencerse que la siguiente formula es valida

k—2
A = - (H cos og) (sin a1 — cos ay_q sin ay,) , kE=1,...,n. (3.6)

Usaremos como caso base los calculos para Az y demostraremos por induccién la férmula
general, es decir supondremos que la férmula es valida para A,_; y que si

"0
Zl = Z aaia
=1

done se cumple que 3,(Z,) = 0 entonces la férmula (3.6) es vélida. Para esto enuciaremos
el siguiente lema.

Lema 3.1.2. Para cualesquiera o; nimeros reales se cumple

sin <Z aj> = ZCOS ( Z ozk> (1:[ Cos 043> sin a5, (3.7)

k=j+1 s=1

i /-2 j-1
Z <H cos as) (sinoy_q — cosqy_1sinqy) = — (H cos ozs> sin aj, (3.8)

=1 s=1 s=1
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Usando la definicién de 5; y Z; tenemos

0= pn(Z)) = —sin (Z ozj> - Ki:cos ( i: ozk,> (Z Al> - KZAZ. (3.9)

Utilizando la definicién de las Ay, junto con las relaciones [3.7]y

n n j—1 n—1 n—1 j—1
0=— Zcos ( Z ozk> (JI_I cos ozs> sin o + Zcos ( Z ozk> (jl_[ cos as> sin a;
j=1 s=1 j=1

k=j+1 k=j+1 s=1

j—2
+ (H cos as> sina; — A,

s=1

(3.10)

Despejando A,, obtenemos la relacion deseada.

Los campos vectoriales Z; y Z5 son linealmente independientes, por lo que forman una
base de D. Por lo tanto, cualquier vector v € T'Q) que pertenece a D lo podemos escribir
como una combinacién lineal

v =uly + wls, u,w € R, (3.11)
lo cual define las ecuaciones
T =wucosb,
1y = usinb,
0 =w,
_ usin o (3.12)
o =W — 5
14
=
qay, = 7 (Jl;[l cos Oéj) (sin ay—1 — cos a1 sin ay,) , k=2 ...,n.

La ecuacién (3.11) muestra que u y w son coordenadas lineales de la fibra de D.

Lema 3.1.3. Los campos Zy y Zy son invariantes bajo la acion de SE(2) definida en la
seccion anterior.

Demostracion. La acciéon de SE(2) en @ con las coordenadas z,y, 0, «, . .., a, estd dada por

g'(x>y797a17"'7an>: (A (g) + (Z) 70+9070517"'705n) = (Zgag7§7ala"'7&n)-

La accién pasa a T'Q) a travéz del levantamiento tangente. Los coeficientes A; al sélo depender
de aq, ..., a, son invariantes ante la accion de SFE(2), por lo tanto

0

9 . 0 <
g+ Zy = cos(f + 90)3_55 + sin(6 + gp)a—g + ZA'“&)T&,C
1=1
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0 0 o) 0 = 0
= cos(f + ¢)(cos Yor sin (pa—y) + sin(f + ¢)(sin Yo + cos @a—y) + Z AkaT“k
i=1

= (cos(0 + @) cos ¢ + sin(f + ¢) sin go)g + (cos @ sin(f + @) — sin p cos(d + gp))2

Ox dy
Sl
i=1 oo !
De la misma forma para Zs. O

Esto nos dice que los campos Z; y Z, son una base de la secciéon reducida del fibrado
vectorial D,/SFE(2). Se sigue que u y w se pueden interpretar como coordenadas lineales
sobre el haz tangente de D /SFE(2), como ya habifamos mencionado.

Las ecuaciones son puramente cinéticas y son conocidas por la comunidad de teoria
de control. Las ecuaciones para las variables aq, ..., a, se pueden interpretar en el espacio
reducido, y son consistentes con el enunciado del Teorema (3.1

La ecuacion para la evolucion de w es facil de obtener a través de las ecuaciones de Euler-
Lagrange para sistemas no holénomos usando los multiplicadores de Lagrange. Gracias a que
las restricciones no involucran 9, entonces al escribir las fuerzas de reaccién en las coordenadas
(x,y,0,61,...,0,) no tienen componente en la direccién 6, por lo tanto

d <8L) 0L
- —_— _— —— = 0,
dt \ 90 00

donde £ estd dada por 2.7 Calculando llegamos a que
. d .
(Jo + Ma*)0 + Maa(y cos — @sinf) = —Mab(& cos 0 + ysinb).

Usando (3.12) obetenemos

M auw
Ww=-——-— 3.13
J(] -+ Ma? ( )
que es el resultado buscado en [3.1]
Ahora que ya tenemos coordenadas para la distribucién, calculamos la Lagrangiana res-
tringida L. := L|p. Esto es la energia cinética del sistema donde se satisfacen las condiciones

no holénomas, gracias a las simetrias antes discutidas podemos expresar a L. en términos

de u,w, ay, ..., a,, para esto utilizaremos (3.3)), (3.8]) y (3.12)) para ver que

: k-1
T =wucosb, = usind, 0=w, ék:us?akncosaj, k=1,...,n. (3.14)
j=1

Lema 3.1.4. Dada 7 > 1. St las ecuaciones (3.14]) son satisfechas, entonces

J
it 47 =’ H cos® ay. (3.15)
k=1
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Demostracion. Probaremos por induccién: Caso j = 1

i249? = (ucos B+ sin 610;)?+(usin —L cos :16,)% = u?+200,u(cos 0 sin Ay —sin O sin 0 cos b, ) +(26>
= 4 + 200, usin(6y — 0) + £%6°.

Usando (3.14)), la expresién anterior es igual a

U Sin oy,

14

u Sin o

u® — 2(( Jusin ay + £3( )? = u*(1 —sin® ay) = u* cos® ay
Asumamos que la ecuacion [3.15| es valido para j — 1. Gracias a

Tj=d,-1+ Eéj sin 0;, Ui = Yj—1 — Eéj cos 0;.
tenemos que

l’? + yJQ = .%.'?71 + yf-,l + 269] (j;j—l SiIl Gj — yj—l COS Hj) + 526? (316)

Recordando que

Jj—1 Jj—1
Tjg=x+4 Z sin 0,,0;,, Y1 =9y—14 Z cos 0.0y,
k=1 k=1
llegamos a
Jj—1 Jj—1
&j_1sinf; — yj_q cosb; = sinb; — ycos; + (0 (sinb; Z sin 6y, — cos 6, Z cos O)
k=1 k=1
j—1
= &sinf; —ycosl; + ¢ Z cos(8; — 0)0k.
k=1

Ahora usando (3.14) y (3.3) podemos escribir

J J J
tsinfd; — ycos; = u(cosfsin(f — Z ay) — sinf cos(f — Z ap)) = —usin (Z Ckk> :
k=1 k=1

k=1

De forma andloga podemos manipular la expresion

j-1 j—1 j k : k-1
€Z cos(0; — 0x)0 = €Z cos(f — Z a; — (0 — Z Ozj))USlzl . H COS (v
k=1 k=1 i=1 I=1 s=1

j—1 j . k—1
wsin ay,
=/ g cos(— g aj)THcosas
k=1 I=k+1 s=1

j j k-1
i ()
k=1

I=k+1 s=1
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A causa de (3.7) podemos ver que

J J J k—1
Zj_18inb;—y;_1 cost; = —usin (Z ozk) —€9j+u Z cos ( Z ozl> sin oy, (H cos ozs> = —Eéj.
k=1

k=1 l=k+1 s=1

Por lo tanto, usando ({3.16]) tenemos
2 2 .2 -2 252
i+ y; =2ty — 005

Gracias a la hipétesis de induccion y (3.14) una vez mas, llegamos a

Jj—1 Jj—1 J
a:? + y]2 = 2 H cos? ay, — u? sin? a; H cos? a = u? H cos? a.
k=1 k=1 k=1

O

Si las restricciones no-holénomas ((3.14) se sastisfacen, la energia cinética del j-ésimo
carro es:

:@:%@%+mﬁ+ﬁ»
— u; (ﬁcos2ozk> (%sinzaj +m0032aj) ,J=1,...,n.
k=1
Para j = 0 tenemos
Ko = 5 (b +m(i2 +52))

1
2
1
=5 ((Jo + Ma®)w? + Mu?).

Sumando la contribucién de energia de cada carro, obtenemos que la energia total del
sistema es

L. = % (R(a)u® + (Jo + Ma*)w?). (3.17)

Ahora probaremos el siguiente resultado.

Lema 3.1.5. La proyeccién ortogonal de [Zy, Z3] sobre D con respecto a la métrica rieman-
niana que induce la energia cinética (2.7)) estd dada por

donde
Q(Oé) 82 — _ MCZ
2R(a)’ 12 Jo + Ma?

Aqui Q(a) y R(«) estdan definidas por (3.2)).

1
612_




26 CAPITULO 3. ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Demostracién. Usaremos la férmula (1.34) con subindice b = 2 (donde v! = u, v* = w).
Donde L. es independiente de z,y, 0, y el campo vectorial Z estd dado por (3.4)), llegamos
a

d (%) o! u@L Le u@LC oL,
dt \ Ow 127 0u 250w day’
con la propiedad de que €, = —C%;, e =1, 2.

Recordemos la expresion para L., con esto la ecuacién anterior queda como

(Jo + Ma*)w = ClyR(a)u® + €2, (Jy + Ma*)uw + 5%(04)#.
1
Comparando con la ecuacion (3.13)) concluimos que
10R Ma
el ——(a) = @ = .
12R( )+2aO[1( ) 07 12 J0+Ma2

La prueba termina con un ultimo céalculo

OR 0 GRS J n
87«1(0():87«1 M +m ZHCOS Qg +ﬁ 1—Hcos Qg

j=1 k=1

La ecuacion de evolucién para u la podemos obtener ahora a partir de la formula general
(1.34) con el subindice b = 1. Dado que L. es independiente z,y, 6, y el campo vectorial Z;
estd dado por (3.4)), concluimos

d (0L, . 0L, )
dt ( ou ) ~Craw Ou GHW ZAk 8ozk
Usando B.17 tenemos
d o Q(a) OR »
%(R(a)u) = + Maw? + = ZAkaozk . (3.19)
Por otro lado
d "\ OR . .
—(R(a)u) = u ; Bt R(a)i. (3.20)
donde
d1 = w + uAy, ap =uAy, k=2,...,n, (3.21)

Usando (3.19) y (3.20]) obtenemos

OR Qo) uw
_ 4t 2 OLv 2
= < E Ay, 80%) Do uw I + Maw*. (3.22)
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Finalmente, sustituyendo (3.18]) en la ecuacién (3.22) llegamos a

. 1 N OR\ , Q) Ma
= 3R() (Z A’“@Q) U R R (3:29)

con lo que concluimos la validez de [3.1]

3.1.1. Conservacion de la energia y el flujo sobre subvariedades de
energia constante.

De la misma forma que en un sistema hamiltoniano independiente del tiempo la funcion
de hamilton se conserva, en nuestro caso también se cumple que la energia cinética (3.17) se
conserva a lo largo del flujo. Si llamamos

E(a,u,w) = % (R(a)u® + (Jo + Ma*)w?) , (3.24)

con un calculo directo usando (3.21)) y (3.18)) tenemos que

d 2
£E(Oz,uw = < Z

4&R)W+%%+M¥MQ

1 - 2 2
=3 <u2 Z (Z A; ) 3 % + 2M auw® — 2Mauw2>
=1
1 ,d OR ", ,dR OR . 2Q(a)u’w
=5 (u ai(w+uA 1) — Alaalu + ( daz(uA) A, 3ozl-u )+ ”
1( ,dR 2Q()v*w 1 [ 2Q(@)viw  2Q(a)uw)
_2cﬁmf+ 2 )72 e T p )7

Esto demuestra que € es preservada por el flujo de (3.1]).
Dado E > 0. Es natural parametrizar la subvariedad de energia constante &€ = E con los
angulos 3, aq, ..., a, donde el dngulo S es tinico y queda determinado por las relaciones

| 2F |  2F _
u = mCOSﬁ, W = mSlnﬁ. (325)

Con esto vemos que los niveles de energia € = FE son difeomorfos al (n + 1)-toro que
denotamos por T"*!. Para obtener una expresién para la evolucién de 3, derivamos w con

respecto del tiempo.
/| 2F
Jo s Ma? —— _Bcosp.

Ahora, combinando ((3.13)) con (3.25)) obtenemos

2F feos Ma 2F
—————fcosfB=—
Jo + Ma? Jo+ Ma* \ \/R(a)(Jo + Ma?)

) cos Bsin



28 CAPITULO 3. ECUACIONES DE MOVIMIENTO

simplificando,
Ma 2F
~Jo+ Ma2\| R(a)

B = sin 3, (3.26)

donde supondremos que cos 3 # 0. Procediendo de forma andloga, derivamos la relacion

para u (3.25) con respecto del tiempo y usando ({3.23]) obtenemos (3.26)) probando bajo el
supuesto de que sin § # 0. En conclusidn, la ecuacion ([3.26)) es valida para todo valor de §.

El resto de las ecuaciones del flujo restringido al nivel de energia &€ = E son obtenidas

usando ([3.25) y (3.1)). Obtenemos

2F in 3 v2FE sin o 3
—————sinf — ——cos 3,
Jo + Ma? l\/R(«)
o=

| (3.27)
) = — _— ] _1 — _ ] k — 2 N .
vy, 71 / Ro) <jlj[1 COSOék> (sin ag_1 — cos a1 sin ay,) cos 3, 7}

Resumiendo los resultado de la subseccién tenemos que: Los conjuntos de energia con-
stante del sistema reducido ({3.1)) son difeomorfos a un (n+1)-toro el cual podemos parametrizar
por las variables angulares (3, aq, ..., a,). El flujo restringido en el toro € = E > 0 estd de-

scrito por las ecuaciones (3.26)) y (3.27)).

o) =

3.2. Clasificacién y linealizacién de los puntos de equi-
librio.
Ahora haremos un andlisis cualitativo del sistema reducido (3.27)) para los conjuntos de

energia positiva. En esta seccién supondremos que la constante a es positiva. El estudio del
caso a negativa es analogo.

3.2.1. Clasificacion de los puntos de equilibrio

Proposicién 3.2.1. Dada E > 0 existen 2" puntos de equilibrio en el conjunto de energia
€ = E para el sistema reducido (3.1). Fstos estan dados por

2F
M +nm’

w =0, sina, =0, k=1,...,n. (3.28)

Demostracidn. Usaremos las ecuaciones (3.26)) y (3.27). Pidiendo que 5 = 0 en (3.26) implica
que
sin 8 = 0.

Gracias a esto, de la ecuacién (3.27) podemos ver que si & = 0 entonces sina; = 0.
Ahora supondremos que &y = 0y sin§ =sina; = --- = sinay_; = 0. De la ecuacion (3.27))
se sigue que sin o, = 0. Esto muestra que los tinicos puntos de equilibrio del sistema reducido
son los puntos donde
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sinff =sinay = --- =sina, = 0. (3.29)
Ahora puede usarse (3.2)) para mostrar que el valor de R(«) en estos puntos es igual a la

masa total del sistema M + nm. La prueba termina usando las ecuaciones (3.25)).
O

Supondremos que el sistema estd en una configuracién de equilibrio con energia E. La
condicién w = 0 implica que el carro By se mueve en una linea recta, con velocidad constante

\/+2E— lo cual se deduce de (3.28)). El movimiento es hacia adelante (en la direccién del

M+nm
punto medio del eje al centro de masa) si u > 0y en reversa si u < 0.

Por otro lado, la condicién sinay = 0 en (3.28)) implica que el k—ésimo trailer By
estd alineado con el (k — 1)-ésimo trailer By_;. Denotamos por

0r = cosqy, = *1, kE=1,...,n. (3.30)

Si 0, = 1, tenemos que By estd atras de By_;. Por otro lado si 07 = —1 entonces B,
estd adelante By pensando que las llantas con traccién del carro estan atras. En general, si
orr1 = —1 entonces By estd sobre puesto con By 1. Ver la figura |3.1 Esto nos recuerda
el equilibrio de n péndulos planos acoplados donde también existe la posibilidad de que los
péndulos se traslapen.

i
i
o

Ll

Figura 3.1: Tlustracién de los puntos de equilibrio para los estados con o7 = £1, 0, = 1 y
Ok4+1 = +1.

Concluimos que los puntos de equilibrio del sistema reducido corresponden a las soluciones
donde el convoy se mueve a velocidad constante con todos los trailers alineados, con la
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posibilidad de que los carros estén sobrepuestos. El tnico punto de equilibrio fisicamente
posible ocurre cuando 07 = - -+ = ,, = 1, en otras palabras, cuando no hay carros encimados.
Sélo existen dos soluciones de éstas, las cuales corresponden al movimiento del convoy hacia
adelante o en reversa. Mostraremos que la primera opcién es un punto de equilibrio estable
mientras la segunda opcién es inestable. Este resultado es de esperar por que desde hace
varios siglos la humanidad sabe que al construir barcos o carros el centro de masa tiene que
ir adelante del centro geométrico en la direccién del movimiento, como se puede observar en
el trineo de Chaplygin (ver e.g. [13]).

3.2.2. Estabilidad de los puntos de equilibrio.

Hagamos un estudio cualitativo del sistema al linealizar las ecuaciones arededor de los
puntos de equilibrio clasificados en la seccién anterior. Consideremos el sistema restringido
al (n + 1)-toro de energia constante &€ = E, trabajaremos con las ecuaciones y .
Para obtener la linealizacion de las ecuaciones alrededor de los puntos de equilibrio, usaremos
las relaciones

OR
Rla)=M+nm y —(a)=0, j=1,...,n,
3aj
donde a = (a, ..., o) satisface las condiciones de equilibrio ((3.28)).

Por (3.29)) las ecuaciones (3.26)) y (3.27)) estédn satisfechas. Denotamos por
0p = cos = +£1.

El movimiento del convoy hacia adelante corresponde a 0y = 1 y el movimiento hacia atras
aoyg=—1.

Calculando la matriz de Jacobi de las ecuaciones , y evaluadas en los puntos
de equilibrio, obtenemos

—Mal
m(fo 0 0 0 0
61 / X:ﬁ7;20-0 —0100 0 0 0
1/ 28 0 0100 —020100 0 0
(N M+ nm 0 0 090109 —03090100 0
0 0 e . — H?:o o;

Gracias a que la matriz es triangular inferior los eigenvalores son los elementos de la diagonal

k
Ma °F 1 [ 2E
Ao = — J M=y o, k=1,....n.
T Tk Mae N M1 am’” KT M+nm£100‘7’ el

Por lo tanto todos los puntos de equilibrio son hiperbdlicos. Con esto podemos ver la natu-
raleza de los puntos de equilibrio.
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1. Si al menos un o, con k = 1,...,n, es negativo (hay trailers sobrepuestos) tenemos
valores propios negativos o positivos, por lo tanto un punto silla.

2. Si o, = 1 para toda k = 1,...,n (no hay ninguno sobrepuesto) y oq > 0 (el convoy
se mueve hacia adelante) entonces todos lo valores propios son negativos y el punto de
equilibrio es un nodo estable.

3. siop = 1paratoda k =1,...,n (no ninguno sobrepuesto) y oo < 0 (el convoy se mueve
en reversa) entonces todos los valores propios son positivos y el punto de equilibrio es
un nodo inestable.

A continuacién mostramos la integracion numérica de la dindamica para el caso n = 1 en
la figura |3.2]

Aqui los conjuntos de energia constante son un 2-toro. Se observa que para condiciones
iniciales genéricas la dindmica se acerca al nodo estable cuando t — oo (de la misma manera
cuando t — —oo se acerca al nodo inestable). La figura también muestra las trayectorias
del carro By sobre el plano para condiciones iniciales genéricas. Se puede ver como se aproxi-
ma asintéticamente al movimiento en linea recta. La curva trazada por By nos recuerda al
camino que sigue un trineo de Chaplygin (ver e.g. [13]).

27 4 -
\ . \
ey S
\
R \ \\\x\
7 v:Z/’ . . 3
\\_ _ e
\\l:i\-\‘\""\ \ /
\\\ N \ \

&
i
//

0 T 27

(a) Se muestra el retrato fase en una (b) La trayectoria de By en el
regiéon fundamental del toro (aq,f3), plano, donde vemos su comportamiento
donde hay 4 puntos de equilibrio (salvo asintotico a una recta.

equivalencia médulo 27). El nodo es-
table esta en (0,0), el nodo inestable
estd en (0,7) y los dos puntos sillas se
encuentran en (m,0) y (7, 7).

Figura 3.2: Retrato fase restringido al flujo en los niveles de energia del 2 toro y una trayec-
toria genérica del carro By para el caso n = 1.

3.3. Elcasoa=0

Si suponemos a = 0 la dindmica cambia de forma particular, al sustituir a = 0 en
las ecuaciones (3.1) vemos que w es constante durante el movimiento. Cuando w = 0, la
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clasificacién de los puntos de equilibrio de la ecuacién (3.1]) coincide con la descripcién dada
en la proposicion |3.2.1l Por lo anterior de aqui en adelante pensaremos que w # 0. La
clasificacién de los puntos de equilibrio estd dada por la siguiente proposicién.

Proposicién 3.3.1. Supongamos a =0 y w = wy # 0. Una condicion necesaria y suficiente
para la existencia de puntos de equilibrio de (3.1) con u = uqg es

nl?wi < up. (3.31)

Demostracion. La relacién (3.21]) nos dice que un punto de equilibrio cumple con que uy # 0.
Si usamos
wo + UOAl = O, Ak = O, k= 2, cee, N (332)

Con la relacién (3.6)) podemos reescribir las ecuaciones como

. Lwo
sin; = —,
Ug
. Ly
COS (¥1 SIN (g = ——,
Ug
n—1
. Lwy
H COS (v, SIN (v, = ——.
Uo
k=1

Demostraremos por induccion que las soluciones de las ecuaciones de movimiento satis-
facen:

2 2, .2

2 2
B 9 Fwg
cos” a, =

ud — (k — 102w’ S = ud — (k — 1)02w?’

k=1,...,n.

Caso k=1

De se sigue de forma trivial la igualdad buscada para sin® oy; con el teorema de
Pitagoras podemos encontrar la expresion para cos?aq, con lo que tenemos la segunda igual-
dad deseada. Por lo tanto podemos suponer que la formula es vélida para k£ y demostremos
que también lo es para k + 1. Sustituyendo en la ecuacion los valores de cos a; dados
por la hipétesis de induccion, tenemos que

&uo
_ Trk-L @ _ Trh-1
— =17  cosaysinay, = 11775

sin ay,.

U ud — (j — 1)0%w? ud

2_[22 2_]{;_1£22

Up — JE°Wy sinak:\/uo ( )Pwi

(3.33)

Con lo cual llegamos a uno de los resultados deseados. La expresion para el cos «y, se encuentra
de forma analoga.

Concluimos que una condicién necesaria para la existencia de puntos de equilibrio es

2, 2
Cwy <1,
ud — (n—1)02w2 —
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lo cual equivale a (3.31]). Esta condicién también es suficiente para ver que si (3.32]) se cumple
(y a = 0), la ecuacién para @ del sistema ({3.1)) queda como

T R\20a; 2) "

Pero el lado derecho de la ecuacién es cero por (3.18|). [

Las ecuaciones para z,y y 6 en (3.12)) demuestran que los puntos de equilibrio con g, wy #
0 dan el movimiento del carro By a lo largo de un circulo de radio Z—g con velocidad angular
constante. La proposicién (3.3.1)) muestra que los radios de estos circulos son mayores que

N

Es importante decir que no estudiamos la estabilidad del sistema en este caso, pero es
un problema abierto bastante interesante por hacer.

3.4. EIl caso de un trailer.

El caso n = 1 es particularmente interesante pues si a = 0 podemos denotar a a; = o'y
tenemos que

J
R(a) = M + mcos® a + 7 sin® av.

Con esto las ecuaciones (3.1) quedan como
~ (mf? — J)ucos asin a(lw — usin o)

(((M + mcos? a)f? + Jsin? a)
o =0, (3.34)

U SIn o

14

o =w—
Sin embargo, por razones fisicas del problema tenemos que

J < ml?. (3.35)

La ecuacién |3.34 nos dice que w es constante. La energia para este sistema esta dado por

1 J
E= 5((M +m cos® o + 7 sin® a)u® + (Jo + Ma®)w?) (3.36)
con lo cual vemos que las suvbariedades de energia para F y w son circulos parametrizados
por «

2F — J(]CL)2

=T R

El analisis cualitativo que haremos es analogo para los casos donde w es positiva o negativa
por lo que en esta seccion pensaremos que wy > 0. Estudiaremos el comportamiento del flujo
a lo largo de los circulos invariantes.
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. 2F — J()UJ(Z)
u= O (3.37)

La dinamica de « a lo largo de un circulo esta dada por

(V/R(@)wo — /2E — Jywisina (3.38)
(\/R(«)

o =

con lo que podemos reducir a cuadraturas

(\/R(a) da B
oo/ i) — 2B Jdsina " (3.39)

Notemos que la desigualdad (3.35)) es equivalente a e% < m, lo que implica

J
M+€—2§R(Q)SM+M.

y si usamos (3.37) y la desigualdad, obtendremos la siguiente relacion

2F — Jow
2 _ 92,2 = 00—622
u 0 R(O{) 0
M+ 5
_2E—-E,)
M+ 3

donde ]
Ec:=5 (Jo+J+ M) wj.

Asi, concluimos que la dindmica de los circulos invariantes solo depende de cémo
es I/ con respecto a FE..

caso 1. $Jowi < E < E..

Con la relacion (o directo de (3.34])) vemos que las ecuacién no tiene puntos de
equilibrio para este caso; la dinamica a lo largo del circulo es periddica. La energia
depende del periodo T'= T'(E) y la expresion la obtenemos de ((3.39)):

(y/R(a) da (3.40)

2
T= .
/o lwor/R(a) — \/2F — Jyw sin

Gracias a que E < E. podemo estar seguros de que el denominador nunca se anula y la
integral es finita.

Caso 2. F = FE.. Para este caso tenemos exactamente un sélo punto de equilibrio a lo
largo del circulo invariante dada por el punto

T
u = fwy, a:§.



3.4. EL CASO DE UN TRAILER. 35

donde este circulo invariante consiste de una trayectoria homoclinica y el punto de equilibrio.
Caso 3. £ > E..

Tenemos P P P
w W,
0< u 5 < 0 5 = . (3.41)
2F — Jow;  2E.— Jows J+ M2
La grafica de la funcion
.2
sin” v
a) = ,
para O < a < 7 estd mostrado en la figura 3.3 E Notemos que f(«) es simétrico respecto a
a = 7 y su valor mdximo es KMZQ La funcién toma todos los valores entre 0y - MKQ s6lo

dos Veces De la ecuacion (3.41]) vemos que existen exactamente dos valores de «, lo cuales
denotaremos por a(V) y o? | tales que

T , Ezwo
0< (1)<_< (2)< (9) - - =1.2
L@
J+ Me?
Q2(o0
2E — J,»
o

; B Y ;

Figura 3.3: Gréfica de f(«). La linea horizontal a la altura ZEgjﬁgwg estd dibujada bajo la
0

suposicién que E > E,.

Un célculo directo muestra que los 2 puntos

wgé

— oW -
aTma sin(a()’

j=1,2

son los tnicos puntos de equilibrio contenidos en el circulo invariante (3.37]).
Dado que sin(a) > 0, j = 1,2, en una vecindad de los puntos de equilibrios, podemos
escribir la ecuacién de movimiento (3.38)) para o como

O.é:CUQ—\/QE—Jowg f(Oé)
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Gracias a que f es creciente para o' y decreciente para o® concluimos que los puntos de
equilibrio
WOK

) (3.42)

a:a(j), U =

el comportamiento es asintéticamente estable si j = 1 y asintéticamente inestables si j = 2.
Podemos observar en la figura la interpretacion fisica. Para este caso el circulo invariante

Figura 3.4: La figura ilustra la estabilidad y inestabilidad de los puntos de equilibrio si
E > E.. La configuracién del lado izquierdo es inestable y la del lado derecho es estable. Las
flechas indican las direccién del movimiento de B, (también tenemos la suposicién de que
u,wp > 0).

(3.37) consiste de 2 trayectorias heteroclinicas tales que conectan el punto inestable con el
estable.

La Figura ilustra las distintas dinamicas cualitativamente hablando de los circulos
invariantes en los tres diferentes rangos de energia con los comportamientos antes
mencionados. La figura ilustra la dindmica de (3.34]) sobre los cilindros w = wy > 0.

a1

Figura 3.5: Se muestra el comportamiento cualitativo de la dindmica a lo largo de circulos
invariantes (3.37) para diferentes rangos de energia, F < E. del lado izquierdo, £ = E. en
medio y £ > E. en la derecha.
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Figura 3.6: Dinamica en el cilindro w = wg > 0. El eje vertical es u y la variable angular «.
Se muestra el movimiento que toman los circulos invariantes. Lo puntos de equilibrio forman
la curva negra, la trayectoria azul tiene £ < E., la gris £ = E., y laroja E > FE..

Resumiendo llegamos a que E. es un valor de energia critico que separa dos diferentes
comportamientos. Los niveles de energia por debajo de E. que nos da un movimiento periodi-
co en el espacio reducido, y en el otro caso cuando la energia esta por arriba de E, corresponde
a un comportamiento asintotico en el espacio reducido. Un comportamiento similar se obser-
va en el movimiento del trineo de Chaplygin en un fluido perfecto en presencia de circulacion

3.

Reconstruccién del Movimiento en el Plano

Ahora reconstruimos la dindmica del convoy con un trailer en el plano. Notemos que en
la ausencia del trailer By (i.e. si m = 0y J = 0) tenemos u = up, w = wy para alguna
constante ug y wy. Por lo tanto, el movimiento de By en el plano para condiciones iniciales
genéricas es un circulo de radio r = |Z—3|

En la seccién anterior mostramos que si £ > FE,. en el limite cando t — 400 el 2-cuerpo
convoy en el plano se aproxima a un movimiento circular uniforme. Considerando siempre

que u,wy > 0, de (3.42) podemos concluir que el radio del circulo limite es

¢
sina®  sina®’

r =

Con esto vemos que el valor de sina!) = sina® es decreciente y se aproxima a 0 cuando la
energia /' — oo por lo tanto » — oo cuando E — oo. La figura [3.7| muestra la trayectoria del
carro obtenida de forma numérica. El trailer B; tiende a un angulo constante con respecto a
By cuando t — +oo. El limite de los dngulos es a® cuando t — —oo v o) cuando t — oo.

Por otro lado, si 0 < E < FE,, la dindmica de o y u es periédica con periodo (3.40)).
Después de un periodo, la posicién del carro principal By sufre una rotaciéon por un angulo
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(a) E < E.. Trayectoria (b) E < E.. Trayectoria (¢) E > E.. Compor-
genérica cuasi-periddica. periddica. tamiento asintético hacia
los circulos limite.

Figura 3.7: Trayectorias trazadas por el carro By para distintos valores de la energia.

A = woT, seguida de una traslacién por (Az, Ay) con

T . T eiwot
Az +iAy = / u(t)e™t dt = \/2F — Jowg/ —dt,
oV E(a(t))

0

donde la dependencia de « sobre t estd determinada por (3.39)) y supondremos que 6(0) = 0.
Genéricamente, el angulo Af es un irracional miltiplo de 27 y el movimiento de By en el

plano es cuasi-periddico con trayectoria contenida en un anillo o en un circulo. Es también
posible encontrar un comportamiento periédico si g—f € Q o trayectorias no acotadas si

% € Zy Ax? + Ay? # 0. La Figura muestra trayectorias periddicas y cuasi-periodicas
para By obtenidas numéricamente.



Apéndice A
Configuraciones Singulares

El grado de no holonomia es una nocién importante que surge de la teoria de control no
lineal. Esta mide el niimero de pasos en los cuales calculamos el conmutador de todas las
posibles parejas de la base de una distribucion D y definimos una nueva distribucién como
el generado por la unién de la base de D con los campos dados por los conmutadores de las
parejas de la base; repetimos el paso con la nueva distribucion hasta generar todo el espacio
tangente en cada punto del espacio de configuraciones. El niimero de pasos descrito por
procedimiento anterior es llamado ”grado de holonomia”. Si una distribucion es integrable
nunca podremos generar todo el espacio tangente, en este caso decimos que su grado de
holonomia es es infinito. Por lo tanto mientras mas grande sea el ”grado de holonomia”se
considera que el sistema esta mas cerca de ser integrable; este concepto nace del intento por
cuantificar la complejidad asociada con la restriccién del sistema de un punto a otro (Ver
[T1]).

Cuando el nimeros de trailer en nuestro sistema es mayor o igual que dos, el grado de
no holonomia cambia; es decir, no es constante en todo el espacio de configuraciones. Para
fijar ideas trataremos en detalle el caso n = 2

0 . 0 sinag 0 sina; —cosaysinas\ 0 0 0
7, = = = g -2 9
L= ot s ( ‘ ) das’ 2T 96 oy

estos campos forman una base de la distribucion D. Un céalculo directo muestra que

.0 0 cosa; O cosay +sinagsinag \ 0
1,y = sinf— — 0— —
|21, 5] = sin ox o dy * ¢ Ooy < 14 ) ooy’

con lo cual construimos la nueva distribucién
Dy = Sp(m{Zl, Z, [Zh Zz]},

el cual es un conjunto linealmente independiente pero no genera a 7;,() por lo que repetiremos
el paso una vez mas

1 0

20,71, 2] = (

T 20a; (22, (21, Zo]| = Z. (A1)

1+cosag) O
2 80@ ’
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Vemos que [Zy, [Z1, Z3]] € Dsy por lo que no genera nada nuevo y definimos nuevamente
D2 = Span{Zl7Z27[Z17Z2]7[Z1a[zl7z2]]}- (AQ)

Repitiendo el proceso tenemos

cosa; O 2+ cosay\ O
ARG — = Lo, |21, |21, Zo)|| = 0.
201200 20 = G cosan (PR O (0121,

El lector podré comprobar que el conjunto {21, Zs, [Z1, Zs|, [Z1, [ Z1, Z5]], [ 21, [ Z1, [ Z1, Z5]]]}
es una base de T,() siempre que cos; # 0. En este caso el grado de holonomia es 4. Por
otro lado cuando cos ay = 0 tenemos [Z1, [Z1, [Z1, Z5]]] = 0 por lo que es necesario repetir el
paso una vez mas

in 2
124, 2o, 170, |70, Zo)]] = g?’ala% —sinozl( +;§SO‘2) 822.
Con esto concluimos que si cos a; = 0 el grado de holonomia es 5.
La configuracion anterior es llamada singular y corresponde a la configuracion donde By
y B; son perpendiculares. Intuitivamente es claro que es esta configuracién tiene problemas
dado que si By se mueve en la dirrecién del eje, esta es la velocidad no admisible para B,
(Creo que todos hemos tenido el problema de quedar atrapados en el trafico por que un
trailer que le costé mucho trabajo dar la vuelta en 90 grados en una calle angosta).
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