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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Szakirodalom és jegyzet

e C.A.J. Fletcher "Computational Techniques for Fluid Dynamics" 1.
kotet

e R. LeVeque: "Numerical Methods for Conservation Laws"

e C. Hirsch: "Numerical Computation of Internal and External Flows"
(fizikus konyvtar)

Press, Teukolsky, Vettering, Flannery: "Numerical Recipes"

G. Toth: Computational Hydrodynamics and Magnetohydrodynamics,
http://hermes.elte.hu/ gtoth/

G. Toth: Hidrodinamika, http://galahad.elte.hu/~csabai/compPhys/

Journal of Computational Physics

1.2. A szamitogépes modellezés célja

A fizikai valosagot lényegében kisérletekkel illetve matematikai modellek ta-
nulmanyozasaval probaljuk megismerni. Laboratériumi kisérletek végzése
nem mindig lehetséges, illetve nagyon koltséges lehet. A matematikai model-
leket megado6 egyenletek analitikus megoldasa gyakran nagy nehézségekbe
iitkozik. A szamitogépes modellezés célja az egyenletek numerikus megol-
déasa.
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1.3. Néhany alkalmazas

Az alabbi felsorolas a szamitogépes modellezés néhany teriiletét jelzi, és azt
is, hogy a kisérleti megkdozelités milyen nehézségekbe iitkozik:

e Biologia (pl. érrendszer) — nehéz mérni, valtozé geometria
e Csillagaszat — tul messze van

e Geofizika — til nagy

e Idgjaras — tul késo

e Mérnoki alkalmazasok — tul draga

1.4. El6nyok és hatranyok
+ Koénnyen valtoztathato
+ Kisérletileg el nem érhetd tartoméanyokra is jo
+ Teljes informacio6
+ Olcsébb mint a kisérlet
— Véges pontossag

— Az eredmény nem &ltalanos

1.5. A szamitogépes modellezés modszere

A szamitogép csak véges sok mennyiséggel tud szamolni, ezért a folytonos
valtozokra felirt (parcialis) (differencial) egyenleteket véges sok valtozora vo-
natkozo6 algebrai egyenletekkel kell kozeliteni. Ezt a 1épést nevezziik diszk-
retizacidnak:

e parcialis differencial egyenletek — algebrai egyenletek
e folytonos fiiggetlen valtozok — diszkrét valtozok

A véges sok diszkrét valtozoé tipusai:
e lokalisak (racspont, cella, elem)

e globalisak (amplitudo és frekvencia)
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Példaképpen tekintsiink a konvekciot és diffaziot leird parcialis differenciéle-
gyenletet (PDE): ,
T T T
aa—t—i-vg—x—ag?zo (1.1)

ahol T a h6mérséklet, x és t a tér és id§ valtozok, v a kozeg sebessége és o a
diffazios egyiitthato.

Ebbél az tgynevezett véges differencidlds modszerével a kovetkezd algeb-
rai egyenlet nyerhetd:

T]?“rl — Tj" TN Tf_l Tf_l — QTjn 4+ Tn

A tuTTE to =0 (12)

ahol a diszkrét 77" valtozok n fels6 indexe az id6lépést j alsé indexe a réacs-
pontot jeldli, tovabba At az id6lépés hossza és Ax a racsallandé. A diszkrét
és folytonos valtozok kozti kapcsolat a kovetkezd

7 =~ T(xj,ts) (1.3)
z; = zo+jAzr (j=1,2,...,J) .
tn = to+nAt (n=1,2,...,N) (1.5)

Természetesen a diszkrét megoldas csak kozeliti az egzakt analitikus megol-
dast. A tér és id§ koordinatak egy véges téridG tartomanyon beliil helyez-
kednek el. Ennek hatéran a diszkretizalt peremfeltételeknek megfelelGen kell
modositani a diszkrét egyenleteket.

1.6. Szamitasi igények

Ahhoz, hogy a diszkrét megoldas pontos kozelitése legyen a PDE analiti-
kus megoldésanak, viszonylag sok diszkrét valtozora van sziikség. Tipikusan
egy térbeli valtozohoz 100 — 1000 racspontra van sziikség, 2 illetve 3 térbeli
dimenzié esetén ennek négyzetével illetve kobével kell szamolni. Egy-egy
racsponton 1 — 100 fiiggs valtozot kell tarolni. A diszkretizalt egyenletekben
egy-egy valtozoval tipikusan 10 — 100 miiveletet kell elvégezni egy id&lépés-
ben. Az idGlépések szama néhany szaztol a szazezres nagysagrendig terjed.
Egy idé&fiiggé szimulacioban tipikusan el kell menteni a lemezre 10 — 100
idslépés teljes adatat. Osszefoglalva:

o valtozok szama egy iddlépésre: 103 — 108
e miiveletek szdma egy valtozora: 10! — 102

e idélépések szama egy szimulacidban: 102 — 10°
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e lemezen tarolando idélépések szama: 10' — 102

Ennek alapjan megbecsiilhetjiik, hogy egy szimulaciéhoz milyen hardverre
van sziikség:

e Memoria igény: néhanyszor 10® — 10® valos szdm
e Szamitasi igény: 10* — 10'° FLOP/lépés (floating point operation)
e Szamitasi igény: 106 — 10" FLOP /szimul4ci6

e Tarolasi igény: 10° — 10'? valos szdm /szimulacio

1.7. Hardver

A szamitogépek sebessége kb. 8 évenként 10-szeres faktorral ng! A
memoria és tarolasi kapacitas is kovetik ezt az iitemet.

A szamitogépek kapacitdsa a sebességen tul a parhuzamosan végezhetd
miveletekkel novelhet6. Ma mar egy személyi szamitoégép numerikus pro-
cesszora is képes egy Osszeadas és egy szorzas egyideji elvégzésére, és vehe-
tiink személyi szamitogépet két processzorral.

A szuperszamitogépek els§ generacioja vektor processzort hasznalt,
mely ugyanazt a miiveletet tudja elvégezni sok, tipikusan néhany szaz szamra.
Késébb tobb vektorprocesszort kapcsoltak ossze, ezeken lehet fiiggetlen pro-
gramokat is futtatni, de parhuzamosan is miikodhetnek egyazon memoriat
hasznalva. A koézos memoria miatt a vektor processzorok szama korlatozott,
tipikusan 8 — 16 koriil.
16n memoriat hasznal, ezt osztott memodriaji parallel szamitégépnek
nevezziik. Az egyes egységeket nagy sebességii kommunikaciés hardver koti
Ossze. Az egyes processzorokon futd programoknak ezen a hardveren ke-
resztiil kell mikodésiiket szinkronizalni, és a sziikséges adatokat atvinni. Az
osztott memoria lehetévé teszi, hogy tObb ezer processzor miikédjon par-
huzamosan, ugyanakkor a processzorok kozti kommunikacié programozasi
szempontbol nagyon kényelmetlen.

“ s 4

megprobaljak egyesiteni a tobbprocesszoros vektor szamitogépek és az osz-
tott memoriaju parallel gépek el6nyeit. Fizikailag minden processzor sa-
jat memoriaval rendelkezik, de szoftveresen barmelyik processzor kozvetleniil
hozzaférhet az egész memoridhoz. A kozvetlen elérést a nagysebességii kom-

munikaciés hardver teszi elfogadhatéan gyorssa. Ezek a gépek szintén tobb
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szaz, st ezer processzort hasznalnak, ugyanakkor a parhuzamos programo-
zasuk joval egyszertibb mint az osztott memorias gépeké.
Néhany jelenleg hasznalt szuperszamitogép tipus:

e Vektor szamitogépek (pl. Cray YMP, NEC SX4)
e Parallel vektor szamitogépek (pl. Cray C90)

e Osztott memoriaju parallel szamitogépek (pl. Cray T3E, IBM SP, PC
klaszter)

e Ko6z6s memoriaju parallel szamitogépek (pl. SGI IRIX 2000, Sun E10000)

1.8. Parallel sebesség

Naivul azt remélhetnénk, hogy kell6en sok processzoron futtatva a programot
tetszGlegesen gyorsan megkaphato a szimulacié eredménye. Sajnos Amdahl
torvényébdl kovetkezik, hogy ez a varakozasunk nem realisztikus. A G
sebesség novekedés ugyanis fiigg attol, hogy a program futas hanyad része
parhuzamosithaté. Ha ezt P € [0, 1] jeloli, és N a processzorok szama, akkor

kénnyen lathato, hogy
1

G = 1.6
(1-P)+P/N (1.6)
Ha N ~ 1/(1 — P), akkor G ~ N/2, azaz a maximalisan varhat6 N-szeres
sebességnivekedésnek csak a felét sikeriil elérni. A helyzet tovabb romlik, ha
a processzorok kozotti kommunikacios idét is figyelembe kell venniink.

A péarhuzamos futtatas hatékonysagat kétféleképpen szoktak mérni:

e sebesség novekedés (speed up) — rogzitett osszméretii feladat
e skalazas (scaling) — processzoronként konstans méreti feladat

Nyilvan joval kénnyebb elérni, hogy egy program jol skalazzon, mint hogy
linearis, a processzorok szaméval ardnyos sebesség névekedést mutasson.

1.9. Szoftver

A szamitogépes modellezésben hasznalatos programnyelvek tobbé kevésbé
idG és elterjedtség sorrendjében:

e Fortran 77, Fortran 90/95

o C, C++
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e Java

Fontos megjegyezni, hogy mig a Fortran 77 egy mara elavult nyelv, addig a
vele feliilr6l kompatibilis Fortran 90/95 egy modern, kényelmes és rendkiviil
hatékony nyelv. A Fortran 90 koriilbeliil tgy viszonylik a Fortran 77-hez,
mint a C++ a C-hez. A Fortran 90 ugyan nem objektum orientalt, de tar-
talmaz modulokat, definidlhato valtozo tipusokat, dinamikus valtozokat, mu-
tatokat, opciondlis paramétereket, paraméterek tipusitol és szamétol fliggd
szubrutinokat, miveletek atdefinidlasat, azaz egy modern nyelv. Elénye a
C++ nyelvvel szemben, hogy nagyon sok tdmogatast ad tombmiiveletekhez
és matematikai fiiggvényekhez, joval egyszeriibb nyelv, és altalaban valami-
vel gyorsabb programot lehet irni benne. Tovabbi szempont, hogy a mar
meglévs gyakran hatalmas szoftverek jelent&s része Fortran 77-ben irddott,
igy ezeket konnyebben lehet Fortran 90-re atirni mint mondjuk C-be.

Természetesen a C++ elénye, hogy objektumorientalt, és hogy kozvetlen
hozzaférést ad a szamitogép operaciosrendszeréhez. Szamitogépes modelle-
zésnél azonban erre altalaban nincs sziikség, hiszen szamok és paraméterek
alapjan kell 0j szamokat el6allitani. Az objektumorientaltsagnak nagyon
nagy méretii szoftverfejlesztésnél van jelent&sége. Gyakran 6tvozik Ossze a
C++ és Fortran programokat ugy, hogy a szamoléasi rész Fortranban, mig a
magas szintl vezérlés C+—+ -ban irddik. Ez utobbi szerepre az 1j objektu-
morientalt nyelv, a Java is rendkiviil alkalmas.

Parhuzamos szamitégépeken sziikség van valamilyen kommunikécios szoft-
verre. Nagyjabol elterjedtségi sorrendben a ma hasznalt szoftverek:

e MPI — Message Passing Interface
e OpenMP — Multithreaded Parallel Execution

e HPF — High Performance Fortran

«, 0.

« .0,

lapvet&bb utasitasai: iizenetek kiildése és fogadasa, szinkronizacio, valamint
redukcios miiveletek (6sszeg, maximum). Az MPI konyvtar fliiggvényeken és
szubrutinokon keresztiil érhets el C és Fortran forraskodbol.

Az OpenMP egy egészen 1j nyelv, mely kifejezetten kozosmemoriaju gé-
pekhez késziilt. Alapvet&en a C vagy Fortran nyelvi forraskodba irt fordito
direktivakkal kell kijelolni, hogy a program mely részei futtathatok parhu-
zamosan, illetve mely valtozok kozosek és melyek kezelend6k privat valto-
zokként. Az OpenMP még gyermekbetegségeit éli, de jelenleg dinamikusan
fejlodik.



Toth Gabor: Szamitogépes modellezés 12

Az HPF a Fortran 90 egy kiterjesztése osztott memoriaju parallel szami-
togépekre. Szintén forditd direktivakat hasznal. Lényegében az adattombok
processzorok kozti felosztasat kell definialni, a sziikséges kommunikaciot a
fordité hozza létre. Viszonylag egyszerti adatstruktirdkra a HPF nagyon
hatékony és programozasi szempontbol sokkal kényelmesebb, mint az MPI.
Sajnos a jelenlegi trendek arra mutatnak, hogy az osztott memorias gépeken

cz

illetve az OpenMP ki fogja szoritani.



2. fejezet

Egyenletek

2.1. A feladat korrekt kittizése

Egy PDE-re vonatkoz6 probléma akkor van korrektiil kittizve, ha
o Létezik megoldés
e Pontosan egy megoldés létezik
e A megoldés a peremfeltételektdl folytonosan fiigg

Szamitogépes modellezésnél a perem- (kezdeti- és hatar-) feltételek és a meg-
oldas is kozelitGek, igy a folytonos fiiggés kiilonosen fontos. FEllentétben
az analitikus probléméakkal, a numerikusan modellezett szamitési tartomany
mindig véges.

Tipikus peremfeltétel tipusok:

e Dirichlet: U = f

e Neumann: % = f és/vagy & = g
. ou _

o Kevert: o> +kU = f

ahol OU/0n a normal iranyu, OU/0s az érint6leges iranyu derivaltat jeloli,
f, g és k pedig tetszGleges fiiggvények.

2.2. Parcialis differencial egyenletek levezetése

A tomegmegmaradés egy tetszGleges V' térfogatra igy irhato:
i/ dV——/ v-dA (2.1)
dt Jv pav = v P '

13
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ahol p a stirtiség, v a sebesség, 0V a V térfogatot koriilvevs zart feliilet, dA
pedig a feliilet elem kifelé mutaté6 normal vektora.

Folytonos p(x,t) esetén a bal oldalon az id6derivalt és az integral felcse-
rélhets, mig a jobb oldalon alkalmazhatjuk a Gauss tételt:

/V%dV: —/Vdiv(pv)dV (2:2)

A tetsz6leges V-re vett integral elhagyasaval kapjuk a kontinuitasi egyenlet
differencialis forméajat.

2.3. Tipikus parcialis differencial egyenletek

T6megmegmaradas/konvekcid:

% +div(pv) =0 (2.3)
Difftazié:
dp

P | = 2.4
5 div(agrad p) =0 (2.4)

ahol « a diffuzios egyiitthatd, mely fiigghet a tértsl és id6tol.
Gravitacios potencial:

divgrady = 47Gp (2.5)
ahol ¢ a gravitaciés potencial és G a gravitacios allando.
Hidrodinamikai momentum egyenlet(rendszer):

ag% + div(pv o v) + gradp = 0 (2.6)

ahol p a nyomés.
Hullamegyenlet:

Pu 0%

ahol ¢ a hullAmsebesség.

2.4. Parcialis differencial egyenletek
osztalyozasa

A parciélis differencidlegyenleteknek nincsen teljesen altalanos osztalyozasa.
Bizonyos tipusi PDE-k besorolhatoak a elliptikus, parabolikus, hiperbo-
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likus osztalyokba, melyeknek matematikai és numerikus megoldasa mas-méas
megkdzelitést igényel.

2.4.1. Elsérendid PDE 2 fiiggetlen valtozoval

ou ou
A—+ B— = 2.
ot o0z ¢ (28)

A karakterisztikus gorbe definicidja:

B
== (2.9)

dz
dt |,

azaz a gorbe irdnytangense minden térid6 pontban B/A. A karakterisztikus
gérbe mentén

du ou Ou Oz ou ouB C

= 2 =2 T = 2.10
dt| "ot Tar o, ot 0zAd A (2:10)
azaz az egyenlet integralhaté! Hasonloan, a gérbe mentén
du C
—| == 2.11
dr| B ( )
Ha az A és B egyiitthatok konstansok és C' = 0, akkor a
B
= ——t 2.12
n=J (m A ) (2.12)

megoldas tetszéleges folytonos f fiiggvényre, azaz a homogén egyenletnek
van egy B/A sebességgel haladé hullammegoldasa.
Ha A és B nem konstans, akkor a karakterisztikdk gorbék az x — ¢ sikon!

2.4.2. Elsérendid PDE rendszer 2 fiiggetlen valtozoval

Altalaban az uq, us, . . . uy fiiggd valtozokra vonatkozé elsérendii két fiiggetlen
valtozoju PDE rendszer a

N N
3u] ou;
>4 ZBZ-,-—’ =C; (2.13)
= "I O 7 Oy
forméban irhato, ahol : =1,..., N.

Ismét keressiink olyan (dy/dx); karakterisztikus irdnyokat melyek men-
tén az egyenletek integralhatoak. Ez az eredeti egyenletekkel &ltalaban nem
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tehet6 meg, mert az = és y derivaltak egyiitthatéinak hanyadosa az egyes
valtozokra mas és méas. Ezért keressiink olyan L{k); szorzokat az i-dik egyen-
lethez és olyan (dy/dz); karakterisztikus irdnyokat (itt k a karakterisztikus
gorbék indexe), hogy a felosszegzett egyenletekben

_ N
ZZ [L(k) ”%“J + L(’C)Bi,j%] =Y 1L¢, (2.14)
=i Y

=1

az egyiitthatok hanyadosa minden valtozora azonos legyen, azaz minden j =
1...N-re
dy
dx

k
Z:Z lL’E )B7.7
k Zz 1 L(k

Ha ezt sikeriil megvaldsitani, akkor a par(:lahs derivéltak atirhatok a gorbe
menti derivaltakra:

(2.15)

ou; ou; Nk du;
LA, =4 L¥B =4 =%"1®4a,, =2 2.16
Z ,.7 a +Z 7.7 ay Zz:; (] 2y dx . ( )
Ezutan 1j karakterisztikus valtozokat vezethetiink be
NN
j=1li=1
amire nézve a felosszegzett egyenlet egészen egyszeriien
dwk
= = 2.18
dx i k ( )

amit ki lehet integralni. Ha sikeriill N karakterisztikus gorbét talalnunk,
akkor a wy (k = 1...N) karakterisztikus valtozokbol ki lehet szamitani az
eredeti u; (j =1...N) valtozokat.

Ahhoz, hogy talaljunk egy karakterisztikus gorbét, a

N
> L7 [(dy/dz)Ai; — Big) = 0 (2.19)
i=1

linearis egyenletrendszert (5 = 1,...,N) kell megoldani az Lgk) szorzokra

és a (dy/dz), karakterisztikus irdnyra. Az egyenletrendszernek akkor van
nem-trivialis megoldasa, ha

det [(dy/dz)sA — B] = 0 (2.20)

Az egyenletrendszer osztalyozasa a determinans (ami egy N-ed foki polino-
mot ad (dy/dz)g-ra) gyokei alapjan
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e hiperbolikus, ha N valés gyokot taldlunk
e parabolikus, ha minden gyok valos, de kevesebb mint N kiilénb6z6 van

e elliptikus, ha van komplex gyok

2.4.3. Magasabb rendi PDE rendszer 2 fiiggetlen
valtozoval

Magasabb rendi egyenletrendszer visszavezethet6 egy els6 rendiire, ha meg-

felel6 uj valtozokat vezetiink be. Péld4ul az altalanos 2 fiiggetlen valtozos

méasodfokt PDE
AUy + bUgy + cUyy = h (2.21)

atirhato a v = u, és w = u, valtozok bevezetésével az

Uy = U (2.22)
Wy —vy = 0 (2.23)
avy +bvy +cw, = h (2.24)
els6rendd egyenletrendszerre. Ez a
1 00 Ug 0O 0 O Uy v
0 01 v, |+ 0 -1 0 vy | =10 (2.25)
0 a O Wy 0 b ¢ Wy h

formaban is irhat6, amibdl az AXA — B determinansa

A0 0
det| 0 1 A =-A(Na—br+o) (2.26)
0 da—-b —c

Ennek egy valés gyoke a A\; = 0. Tovabbi 2 val6s és nem nulla gyoke akkor
van, ha a diszkriminans

d = b* — dac (2.27)

pozitiv. Ekkor a PDE hiperbolikus. Ha a diszkriminans 0 akkor minden gyok
0, azaz 3-nal kevesebb valds gyokot talaltunk és a PDE parabolikus. Végiil,
ha a diszkriminans negativ, akkor két komplex gyokot taldlunk, azaz a PDE
elliptikus.

Megjegyzés: ha a koordinatakat transzforméljuk, az egyenlet tipusa nem
valtozik!
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2.4.4. Masodrendid PDE sok fiiggetlen valtozéval
Ha a fiiggetlen valtozok z1, x9,... 2N, és
N N 2
0y
ajp——e— + H =0 (2.28)
j; kgl J 8xj8xk
A kereszt derivaltak eltiintetheték megfelel6 koordinata-transzformécioval:
N 2
0“u
M= + H' =0 (2.29)
G

Ehhez az A = a,;; métrix sajatvektorait és A, sajatértékeit kell megke-
resni. Ezek mindig léteznek és valosak, hiszen az A matrix 0%u/0z;0z, =
0*u/0xy0x; azonossag miatt mindig szimmetrikussa tehetd.

A PDE osztalyozasa a sajatértékek alapjan a kovetkezs:

e ultraparabolikus, ha tobb 0 sajatérték van

parabolikus, ha pontosan egy 0 sajatérték van

elliptikus, ha minden sajatértéknek azonos az elGjele

hiperbolikus, ha egy kivételével mindnek ugyanaz az elGjele

ultrahiperbolikus, ha tobb mint egy ellentétes el&jeli

2.4.5. Elsé rendid PDE rendszer sok fiiggetlen valtozdval

Ez az altalanos eset (hiszen magasabb rend PDE rendszer mindig vissza-
vezethet( elsGrendtire), de erre nincs is altalanos osztalyozasi eljaras. Része-
redmények azonban vannak.

Példaul 3 fiiggetlen valtozo és N fiiggd valtozo esetén igy irhaté6 a PDE
rendszer:

N ou;, X ou; X ou;
Ekkor
det (\,A +\,B+1,C) =0 (2.31)

a karakterisztikus polinom. Itt A, Ay, A, egy feliilet normalisat adjak egy
adott pontban. Ha A;, Ay, A, valosak, akkor a feliilet egy karakterisztikus
feliilet. Ha N valos gyokot talalunk, akkor a PDE rendszer hiperbolikus.
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2.5. Példak

2.5.1. Hiperbolikus egyenlet
A legegyszertibb hiperbolikus PDE a hullam egyenlet
o2~ © ba?

A hullamegyenlet tipusa A =1, B =0, C = —c?, igy B? — 4AC = 4¢* > 0
alapjan valoban hiperbolikus. A karakterisztikus gorbék merededeksége a

=0 (2.32)

dz\? 9
) = 0 (2.33)
megoldasai:
d
d—f = +c (2.34)

A karakterisztikus valtozokat a karakterisztikus gorbék mentén kiintegralva
megkaphatoak a hullamegyenlet megoldasai, melyek

u= f(z—ct)+ gz + ct) (2.35)

alakban irhatok, ahol f és g fiiggvények a peremfeltételektdl fiiggnek. Mint
a megoldasbol lathato, a hullAmok nem disszipalédnak, és nem foly-
tonos megoldas is létezik.

A hullamegyenlet tisztan kezdeti érték problémaként is megoldhato. Ek-
kor két feltételt kell megadni a ¢ = O-ra, példaul uy = u(x,0)-t és vy =
Ou(z,t = 0)/0t. Ekkor analitikusan megadhat6 a megoldas

1 T+ct
u(z,t) = 3 uo(z + ct, 0) + up(x — ct,0) + / t vo(r)dr] (2.36)

Egy hiperbolikus PDE-nél a peremfeltétel megadhaté tisztan
kezdeti és kezdeti plusz hatarfeltételek formajaban is. Altalaban
annyi feltételt kell megadni, ahany karakterisztika halad a tartomany belseje
felé!

2.5.2. Parabolikus egyenlet

A legegyszeriibb parabolikus egyenlet a diffiizios egyenlet, ami egy dimenzi-
6ban konstans diffiiziés egyiitthato esetén a kovetkezd

L a0zt =0 (2.37)
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Kénnyen leolvashato, hogy A = —a és B = C =0, igy B> —4AC =0, azaz a
PDE valoban parabolikus (az A = 0, C' = —alpha valasztas nem ad értelmes
eredményt a karakterisztikus gorbére). A karakterisztikus gorbék iranyéra

o (%)2 —0 (2.38)

adodik, azaz csak egy karakterisztikus gorbe van, aminek a meredeksége
dt/dx = 0, azaz az x tengellyel parhuzamos. A megoldas id6ben expo-
nencialis csokkenést mutat, azaz a hullAmok amplitidéja csokken, a
peremfeltételben esetleg jelenlevd diszkontinuitiasok az értelmezési
tartomany belsejében kisimulnak.

A parabolikus egyenleteknél a peremfeltételekhez a kezdeti és
hatarfeltételeket egyarant meg kell adni. A kezdeti feltétel tipikusan
Dirichlet, a hatarfeltételek tetszéleges tipustiak.

2.5.3. Elliptikus egyenlet

A legegyszertibb példa elliptikus egyenletre a Laplace egyenlet. Ures tér
esetén a gravitacids potencidlra vonatkozo egyenlet két dimenzios Descartes
koordinatarendszerben a kovetkez&képpen irhato:

Po Do
divgradp = — + — =0 2.39
gradp = o 5 + 5,2 (2.39)
Erre az egyenletre A = C =1 és B =0, azaz B2 — 4AC = —4 < 0, vagyis a
Laplace egyenlet valoban elliptikus. A karakterisztikus gérbék meredeksége

a " )
= 1= 2.4
(dm) + 0 (2.40)

egyenlet megoldasai, amik imaginariusak.

Az elliptikus PDE-nek nincs id&szeri fiiggetlen valtozéja, ezért
a peremfeltételeket egy zart gorbén illetve feliileten kell megadni.
Barmilyen tipust hatarfeltétel hasznalhato, de ha csak Neumann-t haszna-
lunk, akkor kell egy extra megkdtés, hiszen kiilonben a megoldast egy tetszo-
leges additiv konstanssal el lehetne tolni.

Megjegyezziik, hogy specialisan a Laplace egyenletre érvényes a maxi-
mum tétel: a megold4s maximuma a tartoméany hataran helyezkedik el, azaz
hulldAmokroél nemigen lehet beszélni.
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\ hiperbolikus A parabolikus

Y
x
Y
x

A dliptikus

2.1. abra.
A harom PDE osztaly téridé diagramja. A satirozott rész fiigg a ponttal
jelolt eseményt6l. Az elliptikus esetben mindkét koordinata tér jellegi.
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2.6. Osszefoglalo
Tipus hiperbolikus parabolikus elliptikus
példa hulldm egy. diffazi6 egy. Laplace egy.
karakterisztikdk | csupa kiilonb6zé valos kevesebb valés komplex
hullamok disszipaci6é mentes disszipalédnak nincsenek
szakadas terjed szétdiffundal csak hatéron
idGszertd valt. van van nincs
fiiggeés karakterisztikdk kozott idében korabbi teljes tér
peremfeltételek | kezdeti v. kezdeti+hatar kezdeti+hatar  zart hatar




3. fejezet
Diszkretizacio

A PDE numerikus megoldasahoz vezets 1épéseket az alabbi diagramm szem-
lélteti:

PDE + peremfeltétel

|} diszkretizacio |

Algebrai egyenletek

| algoritmus |

Kozelit6 megoldés

3.1. Példak

Tekintsiik a diffuziés egyenlet

oT 0?T
— =a— 3.1
ot~ "o (3:1)
néhany lehetséges diszkretizaciojat.
3.1.1. Térbeli diszkretizacio
Véges differencia modszerrel diszkretizalva:
n+1 mn n n n
T} B 7—:’7 — a7}+1 B 27} + trjfl (3 2)
At Az? '
n+1 __ n O'/At m n n
T = TPt s (G =207 + 1) (3.3)

23
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Véges elem modszerrel:

1T Ty, . 2T — T} ) VTR T, Tr =207 + 17 (5.4)
6 At 3 At 6 At Ag? '
Spektralis modszerrel:
J
T = Y ay(t)e(a) (3.5)
j=1
J
aft' = a;+AtY pal (3.6)

i=1

ahol p; ismert algebrai egyiitthatok.

3.1.2. Idébeli diszkretizacid

Az eddigi példdkban eddig mindig explicit id&diszkretizaciot alkalmaztunk,
azaz az n + 1-dik id6lépéshez sziikséges térderivaltakat az n-dik lépésbél
becsiiltiik meg. Az explicit diszkretizacié altalaban egyszerii algebrai egyen-
letekhez vezet.

Az implicit id6diszkretizacio esetén a tér derivaltban felhasznaljuk az
n + 1-dik lépés valtozoit:

n+1 mn n+1 n+1 n+1
Ll A e ¥ e o

At Az?

(3.7)

Ez egy egyenletrendszert ad T""!-re, aminek a megoldasat valamilyen nem
trivialis algoritmussal kell megkeresni.

Az sem sziikségszert, hogy az n + 1-dik 1épéshez tartozé megoldas ki-
szamitasidhoz csak az n-dik és n + 1-dik lépéseket hasznéljuk. Egy példa
haromszintd id6diszkretizaciora az idében centralis diszkretizacio:

n+1 n—1 n n n
' -1T] T, =217 + 137,

j+1
= 3.8
2AL @ Az (3.8)
20t
n+l1 __ n—1 n n n
TP = T+ (17, — 217 + 17 ,) (3.9)

Mint latni fogjuk, ez a diszkretizaci6 a difftzids egyenletre instabil. A t&bb-
szint idédiszkretizaciéhoz t6bb megoldéas vektort kell eltarolni, valamint az
els6 1épésben, amikor még csak egy vektor adott, mas idédiszkretizaciot kell
hasznalni.
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Végiil az id6diszkretizaciot szét lehet valasztani a térbeli diszkretizacio-
t6l. Ehhez a PDE-t csak térben diszkretizalva egy kozonséges differencial
egyenletrendszert kapunk:

o,
— =L(1Ty,...,T 1
ot ( 1, ’ J) (3 0)

ahol L a térbeli derivalt diszkretizaciojat adja meg. Erre az egyenletrend-
szerre alkalmazhatoak a kozonséges differencial egyenletek megoldasi médsze-
rei. Azonban nem biztos, hogy érdemes nagyon precizen integralni idGben,
mert L mar tartalmazza a térbeli diszkretizacié hibajat.

3.2. Véges differencia formuldk ad hoc
konstrukcidja
Tegyiik fel, hogy a megoldas folytonos és sokszor derivalhatoé! Egy adott

Zj,t, térid6 pont koriili racspontokban a megoldéas felirhaté Taylor sorok
segitségével. Példaul az x; + Az, t, pontban:

n n or1"  Az?[0*T1"
Tj—|—1 = T] + Az la] - + T lw] ' + O(A.’L‘g) (3.11)
j j
Hasonléan az z;, t, + At pontban
ory" A [82T]"
n+1 __ n - - | 3
I =1 +Atl6t]j 5 l6t21j+0(At) (3.12)

A fenti formulakbol lathato, hogy a térbeli és idGbeli derivaltak hogyan be-
csiilhet6k:

., =17 or" Az [o*T]"
mEAZ N e ey Az 1
Az lax] 2 l8x2]j+0( =) (3.13)
T —Tn or|" At [o*T]"
) = (= == 3
S [ R
3.3. Véges differencia formulak szisztematikus
konstrukciodja

Tegyiik fel, hogy a 0T /0z-t kivanjuk kozeliteni az z;,t, pontban a szomszé-
dos két pontbeli érték felhasznédlasaval. Irjuk fel a kozelitést egy altalanos
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linearis kombinacié formajaban:

oTr " mn 0 n m
J
o or|" Az? [0*T]"
= ((L+b+C)T} +(—CL+C)A£E l£‘|1+(a+0)7 l@]

+(—a + ¢)O(Az?)

Ennek alapjan a kovetkez6 egyenleteket irhatjuk fel az a, b, ¢ egyilitthatokra:

a+b+c = 0 (3.16)
1

- = — 1

a+c Ao (3.17)

a+c = 0 (3.18)

Az utolso egyenlet a masodrendii hibatag kiejtésére szolgal. Megoldas:

1 1

Az igy nyert szimmetrikus 3 pont formula

or|" Tjn+1 B Tjn—l 2
—| =—+0(A 3.20
[&TL oAz TOBT) (3.20)

méasodrendd (m = 2) pontos kozelités.
Természetesen nem kotelez6 az a + ¢ = 0 valasztas, igy kaphato az elére
(a = 0) ill. visszafele (¢ = 0) féloldalas kozelitések:

or|" _ T -1}
l@m L = Ao T O(Axz) (3.21)

or1" B TJ” - Tjn_l
[a—x]] = T + O(ATE) (3.22)
(3.23)

Ha t6bb mint 3 pontot hasznélunk fel, magasabb rendii kozelits formulakat
is lehet tervezni. Példaul az 5 pont szimmetrikus formula

T Tp,—8TL, + 8Ty ~ T,
or|. 12Ax

J

2 L 0(AzY (3.24)

negyedrendig pontos.
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3.4. Alacsony és magas rendi differencia
formulak

Naivan azt gondolhatnank, hogy minél magasabb rendd formuldkat hasznéa-
lunk, annal pontosabb lesz a megoldas. Azonban

e Magas rendd formula tobb szadmitéast igényel
e Véges felbontasra nem mindig a magasabb rendd a pontosabb
e Szakadésok és éles gradiensek esetén a sorfejtés nem érvényes

e A magasabb rendii formulak gyakran kevésbé stabilak

Altalaban legalabb 2-od rendt formulakra van sziikség, ennél magasabb rend
csak bizonyos esetekben fizet&dik ki.

3.5. HullAm reprezentaci6

Egy Az racsallandoja racson legfeljebb 2Ax hosszi hullamokat lehet repre-
zentalni (és azt se valami pontosan!). Tehat a diszkrét megoldas egy hosszii
hullamhosszi kozelitése az egzakt megoldasnak. Nézziik meg, hogy egy dif-
ferencia formula milyen pontosan reprezentalja egy adott A hullAmhossz,
k = 27 /X hullamszamu

T = sin(kz + ¢) (3.25)
megoldas derivaltjait. Az egzakt derivaltak
T
g—x = kcos(kz + @) (3.26)
2T
g? = —k*sin(kx + ) (3.27)
Helyettesitsiink az elsé derivaltat kozelité szimmetrikus 3-pont formulaba
Tipn—T; 1 sin(kz +kAx + @) —sin(kz — kAz + )
2Ax B 2Ax
.
= %2 sin(kAx) cos(kz + )
sin(kAx)
= [W] k cos(kx + ) (3.28)

A szogletes zardjelben 1évé egyiitthaté tartalmazza a kozelit és az egzakt
amplitidok hanyadosat. Lathato, hogy a hosszi hullimhossza (K — 0) li-
mitben az amplitidok ardnya 1-hez tart, viszont a minimalis hullaimhosszra
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(k = w/Ax) a diszkrét formula a derivaltra mindig 0-t ad a fazistol fiiggetle-

niil.
Nézziik meg a féloldalas differencial formula hibajat is:

Tjpn—T;  sin(kr + kAz + @) —sin(kz + @)
Az B Az
= 52 sin(kAx/2) cos(kx + ¢ + kAx/2)
sin(kAz/2)
T T Ax/2 2
l kD22 ]kcos(kx+go+k x/2) (3.29)

Az amplitudo6 hiba mellett fellép egy fazis hiba is!
A masodrendii derivalt hibaja szimmetrikus 3-pont formulara

Tjp1 —2T;4+T;.1 sin(kx + Az + ) — 2sin(kz 4 ¢) +sin(kz — kAz + ¢)
Az? N Az?
sin(kAz/2)1° ,

Itt ismét a szogletes zardjelben lathato az amplitidohiba.



4. fejezet

Konvergencia

A numerikus modellezés célja, hogy kellen finom racsot alkalmazva az algeb-
rai egyenletek numerikus megoldasa a PDE-k analitikus megoldashoz tartson
minden racspontban:

T — T"(x5,t,)  ha Az, At =0 (4.1)

ahol T a diszkrét, mig T a folytonos analitikus megoldast jeldli. Ezt a
feltételt nevezziik konvergencianak. Azonban a konvergencia bizonyitasa al-
talanos esetben rendkiviil nehéz.

4.1. Konzisztencia fogalma

A konvergencidnak nyilvanvaléan sziikséges feltétele, hogy az algebrai egyen-
letek a Az, At — 0 limitben pontosan kozelitsék a PDE-t. Ezt gy ellenériz-
hetjiik, hogy az analitikus egyenlet megoldasat az algebrai egyenle-
tekbe helyettesitjiik, és fels6 becslést adunk a PDE-t61 valo eltérésre, azaz
a diszkretizaciés hibara. Amennyiben a diszkretizacios hiba Az, At — 0
esetén nulldhoz tart, az algebrai egyenlet konzisztens az eredeti parcialis dif-
ferencial egyenletekkel.

A konzisztencia azonban 6nmagaban nem elegendd a konvergencidhoz,
mivel a hibék lépések soran fokozatosan Gsszeadddnak.

4.2. Stabilitas fogalma

Az algebrai egyenletek megoldéasa sohasem egzakt, mivel a szamitogép a valds
szamokat csak véges sok tizedesjegyig tarolja. Igy a megoldas soran mindig
fellép a kerekitési hiba. A diszkretizacio stabilitasa azt koveteli meg, hogy az

29
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algebrai egyenletek megoldasaban a hiba nem néhet hatarok nélkiil.
Nyilvanvalé, hogy egy instabil megoldasi modszerrel nyert megoldas nem fog
az analitikus megoldashoz konvergélni, ugyanis a felbontas névelésével egyre
tobb id6lépésre van sziikségiink, hogy a megoldast egy adott ¢ id6pontra
vonatkozoan megkapjuk, és igy a felgytilt hiba egyre nagyobb lesz.

4.3. Lax ekvivalencia tétele

Mint lattuk, a konzisztencia és a stabilitas a konvergencia sziikséges felté-
telei. Lax bebizonyitotta, hogy linearis kezdetiérték probléméikra a
véges differencia moédszer akkor és csak akkor konvergal, ha stabil
és konzisztens. A bizonyitas kiterjeszthet§ minden olyan modszerre, ami
valamilyen pontszerii valtozokat hasznal, igy a véges térfogat és a véges elem
modszerre is altalanosithato.

A Lax ekvivalencia tétel ugyan nagyon fontos, de a gyakorlati problémak
altalaban (kezdeti+)hatar feltétetelekkel adottak, és gyakran nemlinearisak.
Ebben az esetben a stabilitds és konzisztencia sziikséges, de nem elegendd
feltételei a konvergencianak.

4.4. Numerikus konvergencia

A gyakorlatban a konzisztencia és a stabilitds mellett a numerikus konvergen-
ciat koveteljiik meg, ami azt jelenti, hogy a numerikus megoldas egyre
finomabb ricsokon egyre kozelebb keriil egy hatarértékhez. Altala-
ban feltehetd, hogy ez a hatarérték az analitikus megoldassal egyezik meg.
A numerikus konvergencidnak természetesen feltétele a stabilitas, azonban a
konzisztencia egy fiiggetlen és ellenérizendd feltétel!

1. Egyszerti problémékon meggy6z&diink arrél, hogy a diszkretizacio és
annak implementaci6ja (beprogramozott megvalositasa) konzisztens a
PDE-vel.

2. A valddi problémat legalabb harom kiilonb6z6 racsfelbontéssal megold-
juk, és megvizsgaljuk a numerikus konvergenciat.

Amikor az analitikus megoldas ismert, a hibat a T'* analitikus megoldashoz
képest az

1 N n a
B= gy 2T =T (4.2)
J:
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ugynevezett 1-es normaban, vagy az
| N 1/2

N Z(Tv]n _ Ta)Z

i=1

By = (4.3)

2-es norméaban szokis mérni. Kétféle racsfelbontassal elvégezve a szimulaciot
megallapithatjuk, hogy az
E x (Az)™ (4.4)

relacioban mi az m kitevs, azaz a numerikus konvergencia exponens értéke.
Minél finomabb racsokat alkalmazunk, annél kézelebb fog esni m a diszkre-
tizécids hiba elméletileg megallapitott rendjéhez.

Amikor nem ismert az analitikus megoldas, akkor legaldbb héromféle fel-
bontasra van sziikség, ugyanis két numerikus megoldas kozotti eltérés nagy-
sdgabdl nem lehet kovetkeztetni konvergenciara. Ha a hdrom megoldast D
(durva), K (kozepes) és F' (finom) bettikkel jeloljiik, akkor a kovetkezd elté-
réseket kell kiszamitani

E%2, = — N (TK_T1P)y? 4.5
KD ND ]:1( J J ) ( )
2 1 L F K\2

E - TF _ T 4.6
FK ZVD le( i j ) ( )

ahol az 0Osszegzést a legdurvabb rédcs Np racspontjara végezziik el. Ha a
durva racspontokkal nem esnek egybe a finomabb racsok racspontjai, akkor
megfelel§ rendd interpolaciot kell alkalmazni. Tegyiik fel, hogy a megoldas
m exponenssel konvergal az ismeretlen 7* analitikus megoldashoz minden
pontban, azaz

j
ahol E; a lokalis hiba Az = 1-re. Ha ezt a modellt behelyettesitjiik a (4.5) és
(4.6) egyenletekbe, akkor két egyenletet kapunk az m konvergencia kitevére,
valamint a 3, EJ2 globalis hibara. A gyakorlatban altaldban megelégsziink
azzal a kvalitativ kritériummal, hogy Erg-nak joval kisebbnek kell lennie
mint Exp, valamint Er legyen elegendGen kicsi a valtozok értékéhez illetve
a konkrét szimulacional megkdvetelt pontossiaghoz képest.

TP =T + (Azp k,r)"E; (4.7)

4.5. Konzisztencia vizsgalata

Az algebrai egyenlet konzisztens a PDE-vel, ha az analitikus megoldést az
algebrai egyenletbe helyettesitve a maradéktagok nulldhoz tartanak a racs-
felbontés novelésével. Vizsgaljuk meg pl. a hédiffizio egyenletét az egyszert
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FTCS (forward in time, centered in space) véges differencia diszkretizaciora:

n+1 n mn mn n
i -1 _ Osz+1 — 207+ 17, (4.8)
At Az?
Taylor sorba fejtve a T, T7 | és T/ ;| tagokat

oT  Ato*T 0?’T  Az?0'T

— + =+ 0(AP) =

o 2 e TOBY) O‘(ax2+ 12 0zt
A két vezet$ tag a diffizios PDE-t adja, mig a maradék tagok O(At, Az?)
rendiiek. Vegyiik észre, hogy

) +O(Azh) (4.9)

0*T or'T
W = 8,; (oz(?mT) = ozﬁmatT = 042@ (410)
A hiba tag igy atirhato a
ZAtL Azx?\ 0'T
EFTCS — <a2 — a1; ) o7+ O(At?, Az*) (4.11)

formaba, amibdl a vezets tag eltiintethets, ha olyan id6lépést illetve racsfel-

bontast valasztunk, amire ,

At = 2T

6a

Ezzel a valasztéassal a diszkretizacio rendje és pontossaga nagy mértékben né!

Természetesen nem mindig lehet kiejteni a hiba tagokat, pl. a teljesen
implicit

(4.12)

-1 Th, 2T+ TT
J J j+1 J j—1
I 4.13
Al « Ag? (4.13)
diszkretizaciora a hiba tag
. o?At  aAzx?\ 04T
Eimpl — O(At?, Az* 4.14

Mivel Az, At,a > 0, nincs mdd a vezets tag eltiintetésére.
Némely modern kompakt diszkretizdcioban hasonl6 triikokkel novelik a
diszkretizacio rendjét.

4.6. Stabilitas vizsgalat

4.6.1. Matrix mdodszer

Linearis PDE-re a & hiba ugyanazt az egyenletet elégiti ki, mint a megoldas.
Ha az algebrai egyenletek is linearisak, akkor

e = Agm (4.15)
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formaban irhatok, ahol az A matrix az Gsszes (nem rogzitett értéki) racs-
pontban definialt £ vektorra hat. A hibak akkor nem nének korlatok nélkiil,
ha A legnagyobb abszolit értékid sajatértékére

A <1 (4.16)
Példaul a diffazios egyenlet
n+l _ gmn OjAt n n n
TPt =17 + 5 (T — 217 + Ty (4.17)

diszkretizaciohoz tartozd6 N x N-es matrix, ahol N az ismeretlenek szama, a
kovetkezd lesz

1—-2s S
s 1-2s S
A= s 1-2s s (4.18)
:9 1 _ 2s
Itt bevezzettiik az A
s=ays (4.19)

dimenziétlan diffizios egyiitthaté. A hatarfeltételek a matrix elsé és utolsod
soraiban vannak elrejtve. Ha 7' a hibat jelenti, akkor ez a matrix megfelel
annak, hogy a hiba 0 a két hataron. Az A méatrix sajatértékei analitikusan
meghatarozhatoak:

. Jm
Ai=1-4 2 4.20
J (2(N+ 1)) (420
Lathato, hogy |A;| <1 ha
<1 A< A7 (4.21)
s< 5 anaz <55 :

A maétrix modszer tehat tartalmazza a hatarfeltételek hatasat is, viszont a
sajatértékek meghatérozasa éltalanos esetben nagyon nehéz. A legnagyobb
sajatértéket a hatvanyozas modszerével lehet megkapni, ami annyit tesz, hogy
A-t tjra és djra alkalmazzuk, a megoldast norméaljuk, amig a leginstabilabb
modushoz tartozé sajatvektort és a hozzatartozo sajatértéket meg nem kap-
juk. Ez azonban lényegében azonos a diszkretizalt egyenletek megoldasaval.
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4.6.2. Von Neumann modszer

Elvileg csak linearis, konstans egyiitthatos kezdeti érték probléméakra ad
sziikséges és elégséges feltételt. Nem linearis problémakra a nem linearitas
befagyasztésat alkalmazzuk. Ilyenkos sziikséges, de nem elégséges stabilitési
feltételt kapunk.

Fejtsiik a hibat, vagy lineéris egyenletnél magat a megoldast, Fourier
sorba. A stabilitas feltétele, hogy minden egyes Fourier komponens stabil
legyen, igy elegend§ egyet vizsgalni:

f;-) = exp(ikz;) j=1,...,N (4.22)

ahol k = 2rm/(NAz) a hullimszam. Lineéris konstans egyiitthatos algebrai
egyenletek esetén az n-ik lépésben

& = (G)" exp(ikz;) (4.23)

ahol G' a komplez erGsitési faktor. Példaul a hivezetési egyenlet F'TCS diszk-
retizaci6jara

(G)n+1€ik$j — (1 . 28) (G)neikxj + S(G)neik(wj—i—Aw) + S(G)neik(zj—Az)
G = 1-—2s+ 527 4 ge7ha7
= 1—2s+ 2scos(kAx)
= 1-—4ssin®(kAz/2) (4.24)

amibél |G| < 1, ha s <  egyezésben a matrix modszer eredményével. Lé-
nyegében expliciten megoldottuk a sajatérték problémét, hiszen konstans
egyiitthatés (periodikus hatérfeltételekhez tartozd) matrixok sajatvektorai
exponencialis alakban kereshetdk.

A diffazios egyenletet impliciten diszkretizalva a von Neumann stabilités
vizsgalat a kovetkez6t adja

G = 1-—2Gs+ sGe™*A? 4 sGe kAT

a = 1
1+ 25— 2scos(kAx)
1

= 4.2
1 + 4ssin®(kAz/2) (425)

ami minden s-re |G| < 1-t ad, azaz az implicit diszkretizacio feltétel nélkiil
stabil.
Tekintsiik most a konvekcids egyenlet FTCS diszkretizaciojat:
n+1

P = p; = vAt%jj_l (4.26)



Toth Gabor: Szamitogépes modellezés 35

Helyettesitsiik be a Fourier komponenst, és egyszertsitsiink:

_ _ vAl ikAx _ —ikAx
G =1 AL (e e )
= 1-iCsin(kAz) (4.27)

ahol C = vAt/Axz a Courant szam. A G erdsitési faktor abszolutértéke
minden C' > 0-ra nagyobb mint 1, azaz az FTCS diszkretiz4ci6 a kontinuitasi
egyenletre feltétel nélkil instabil!

Ha maga a fizikai probléma instabil, akkor a megoldas, és igy a hiba is
néni fog. Azonban ez a novekedés a fizikai id6vel, és nem a lépések szamaval
aranyos, azaz a stabilitasi feltétel

G| < 1+ O(At) (4.28)

Tobb dimenziéra k egy hulldmvektor lesz. T'6bb szint diszkretizacid ese-
tén magasabb rendi egyenletet kapunk G-re. Egyenletrendszerek esetén M
valtozora G egy M x M matrix lesz. A diszkretizacio akkor stabil, ha az
erGsitési matrix A, sajatértékeire fennall, hogy

M| < 1+ O0(A?) (4.29)

Az erésitési méatrix sajatvektorai a médusokban az egyes valtozok osszetételét
adjék meg.

4.7. Konvergencia nem folytonos megoldasok ese-
tén

A parcialis differencial egyenleteknek csak folytonos és differenciadlhato fiigg-

vények lehetnek a megoldasai. Azonban bevezethet6 a gyenge megoldas

fogalma, mely lehetévé teszi a nem folytonos megoldasok matematikailag

konzisztens kezelését. Ilyen megoldasok hiperbolikus PDE-kben léteznek. A

valésdgban a 16késhullamok és a kontakt diszkontinuitasok nagyon éles gradi-
ensekként jelentkeznek, de ezeket nagyon jol lehet szakadasokkal modellezni.

4.7.1. Gyenge megoldas

Tekintsiik a

ou
— ivF = 4.30
5 + div S (4.30)
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PDE rendszert, ahol U a fiigg6valtozok vektora, F' a fluxust és S a forrasta-
gokat jeloli. Ha ezt a PDE-t kiintegraljuk egy V térfogatra, visszakapjuk a
megmaradasi torvényt kifejezd

%/‘/UdVJr/avF-dA:/deV (4.31)

integralegyenletet. A gyenge megoldas ennek az integralegyenletnek egy nem
(feltétleniil) folytonos megoldasa minden V tartomanyra. Ez tovabb integ-
ralhato id6ben a ty,t, intervallumra:

2}

/VU(tg)dV—/VU(tl)dVJr/

t1

to
F.dAdt = / / Sdvdt  (4.32)
ov t1 1%

Egy masik ekvivalens megkozelitésben a PDE-t megszorozzuk egy folytono-
san differencidlhaté kompakt tartoju ¢ teszt fliggvénnyel és integralunk a
teljes térre és az idére

/ dt / dv <¢%—[Z + ¢divF — ¢S> —0 (4.33)
0
Részenkénti integralassal atirhato

/0oo dt/dV (‘;—fU +grade-F + ¢s> = —/dV¢(t =0)U(t=0) (4.34)

A tobbi hataron vett tag eltinik, mert ¢ kompakt tartoji. A PDE gyenge
megoldasai a fenti differenciél integral egyenlet megoldasai tetszéleges ¢-re.

Fontos megjegyezni, hogy altaldban egy PDE-nek tobb gyenge megoldasa
is létezhet. Ezek kozott szerepel a fizikailag értelmes megoldés is, mely a nul-
ldhoz tart6 viszkozitas limitben kapott megoldas példaul a gz dinamikaban.
A fizikai gyenge megoldast az entropia niévekedési elve is kivalasztja, ezért
szokas entrépia megoldasnak is nevezni.

4.7.2. Lax-Wendroff tétel

A konzisztencia és stabilitasi vizsgalatokban kihasznaltuk, hogy a megol-
das folytonosan differencialhato. Lax ekvivalencia tétele megmenthetd, ha a
gyenge megoldast mint folytonos megoldasok hatarértékét tekintjiik. Ugyan-
akkor a konvergencia rendje altalaban kisebb mint amit a konzisztencia vizs-
galat alapjan folytonos megoldésokra varhatunk.

Nemlinearis PDE-k gyenge megoldasaira Lax tétele nyilvin nem érvényes,
s6t el6fordulhat, hogy
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e 2 linearisan stabil moédszer nem-linearisan instabil

e a numerikus megoldas egy olyan megoldashoz konvergal, ami nem gyenge
megoldas

e a numerikus megoldas nem az entrépia megoldashoz konvergél

Az els6 és harmadik problémaval késébb fogunk foglalkozni. A maésodikkal
kapcsolatban Lax és Wendroff megmutattak, hogy egy konzervativ diszk-
retizacié mindig j6 gyenge megoldashoz konvergéal, ha konvergal.

4.7.3. Konzervativ diszkretizacid

Egy diszkretizaciot akkor neveziink konzervativnak, ha a PDE-t konzervativ
forméjaban ugy diszkretizalja, hogy a megmaradoé valtozok diszkrét értelem-
ben is megmaradnak. Példaul szabalyos racson kivalasztva egy tetszéleges
részt A
+1 _

YUy —ZU}L—{—A—xZF-dA (4.35)

J J hatar
azaz a diszkrét valtozok Osszege csak a hataron dtmend diszkrét fluxus miatt
valtozhat. Tébb dimenzids nem szabalyos racsra a feltétel

hatar

Y VUL =Y V;Ur + At 3" F-dA (4.36)
J J

alakban irhato, ahol V; a j-ik cella térfogata.
A konzervativ diszkretizacié garantalja, hogy a szakadasokra (pl. 1okés-
hullamok) vonatkozo ugras feltételek numerikusan is teljesiilnek.



5. fejezet

Stlyozott Reziduum Modszerek

A véges differencia modszernél a megoldas csak a réacspontokban adott, a
racspontok kozott nem definialt. A silyozott reziduum modszereknél viszont
a numerikus megoldas mindeniitt definialt, és a

T(x,t) =To(x, 1) + > a;(t)p;(x) (5.1)

=1

formaban irhat6, ahol ¢;(x) ismert alaku fiiggvények. Ha a numerikus T
megoldasra hattatjuk az L(7*) = 0 alaka PDE (ahol 7* az analitikus meg-
oldas) L differencidloperatorat, akkor egy maradvéany tagot, an. reziduumot

kapunk:
R(x,t) = L(T) (5.2)

Célunk az, hogy R minél kisebb legyen, azaz a numerikus megoldas 7" minél
pontosabban kielégitse a PDE-t. A stlyozott reziduum modszerek esetén
R-nek a W, sulyfiiggvényekkel szorzott, a V szamitasi tartoméanyra vett
integraljat tessziik nullava:

/ W, () R(x, {)dx = 0 (5.3)
v
A W, silyfiiggvény alakjatol fiiggGen az alabbi modszereket kapjuk

e Kollokaciés modszer: Wi (x) = 0(x — %)

)
)

(
e Véges térfogat modszer: W, (x
(

1 hax € D, és 0 egyébként

Om (%)
OR/0ay,

I

e Galerkin modszer: Win(x)

e Legkisebb négyzetek: W, (x)

38
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5.1. 4bra.
Véges térfogat diszkretizacié 2 dimenzidban. Az n' a norméalvektorokat, mig
F'! a fluxusokat jeloli, amit példaul a hatarra atlagolt U alapjan lehet
kiszamitani.

A kollokéciés médszer lényegében a véges differencidhoz hasonlit, hiszen a nu-
merikus megoldasra egy-egy pontban kapunk R(x,,) = 0 feltételt. Azonban
a véges differencia moédszerben nincs kozelité megoldas.

A Galerkin modszert a véges elem és a spektralis modszerekben al-
kalmazzak. Lényeges, hogy a sulyfiiggvények komplett rendszert alkossanak,
igy M — oo esetén R — 0.

Végiil a legkisebb négyzetek modszere az R?(x, t)-t minimalizalja az a,, (t)
egyiitthatok fiiggvényében.

5.1. Véges térfogat modszer

Ha a siilyozott reziduum modszerben a sulyfiiggvényt a racscellak karakte-
risztikus fliggvényeinek valasztjuk, akkor az m-ik cellara

/ L(T) =0 (5.4)

Ha L(T)-ben csak els6 derivaltak szerepelnek és felirhato

or
= i F = .
: + div 0 (5.5)
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formé&ban, akkor

d
S 74 F.dA — _
dt/m vl 0 (5.6)

Ezt kozelithetjiik gy, hogy a fluxusokat a cella hatéarolo élek/lapok kozepén
értékeljiik ki:
d
m !

ahol [ az m-ik cella éleit indexeli.
Altalaban a gradiens, rotécié és divergencia operatorokat

[ dveradT = 3" dA.T,, (5.8)

Dy, I
dVdiva = Z dA,,; - Uy (5.9)

Dy, !
dVrotu = > dA.,.; X Unmy (5.10)

Dy, !

formaban diszkretizalhatjuk.

Magasabb rendii differencidloperatorok, pl. a Laplace operator tobb fé-
leképpen is diszkretizalhato véges térfogat modszerrel. A legegyszeriibb a
gradiens és a divergencia operatorok egymés utani alkalmazéasa. Ennél bo-
nyolultabb, de valamivel kompaktabb tart6t ad, ha a gradienst duélis ra-
cson diszkretizaljuk.

5.2. Véges Elem Mobdszer
T =3 T;;(x) (5.11)

ahol T; egy csomoéponti valtozo, azaz T értéke egy adott helyen, mig ¢;
egy szakaszonként alacsony rendid kompakt tart6ji polinom, mely néhany
szomszédos elemen vesz fel csak 0-t6l kiilonb6z6 értéket.

Egy dimenzioban a lineéris elemeket definidlé bazis fiiggvényeket igy ir-
hatjuk fel:

Tj—Tj—1 Tj-1 S z S Zj
L — Tjt1—T . .
¢ = i T ST <Tin (5.12)
0 mashol

Vegyiik észre, hogy ¢;(z;) = 1 és ¢j(zj41) = ¢j(xj_1) = 0. Mivel a ¢
fiiggvények egy adott x pontban csak két elemre adnak nullatol kiilonb6z6
értéket

T(CC) = (bjflijl + (b]’TJ T S T S Zj (513)
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5.2. abra.
Véges elem modszer 1 dimenzidéban linearis elemekkel. A csomoponti
értékekkel megszorzott lineéris elemeket a folytonos vonallal rajzolt
haromszogek, ezek Osszegét, azaz a kozelité megoldast szaggatott vonal jelzi.

ami egy linearis interpoléaciot jelent a T;_; és T; csomoponti értékek kozott.
Nézziik meg mit kapunk egy egyszerti id&derivaltra a silyozott reziduum
modszerben. Legyen a stlyfiiggvény ¢;, igy elegend6 az [z;_1,2;11] interval-
lumra integrélni. A kozelité megoldasban szerepld elemekbdl csak a ¢;_1, ¢;
és ¢;41 kiilonboznek 0-t6l ebben az intervallumban, tehét

T  rei+ oT; oT;
/dwja /w B dzo; (% | —3= 1+¢] 5 L4 i 87;1) =

Azj1yp 0T | ATjo1j + A37;'+1/2 0T | A%js1j2 01jn
6 ot 3 ot 6 ot
ahol a ¢;p;_1, ¢, illetve ¢;¢;,; integralokat expliciten kiszamitottuk.
Els6rendti térbeli derivalt esetén a ugyanennek a hdrom tagnak az x sze-
rinti derivaltjat kell kiintegralni

(5.14)

0pj 1 0¢; 0¢;i1 1 1
/d$¢] ( j—1 8J +T; 833] + T 8?; = g ti- + iTj_H (5.15)

Maésodrendii térbeli derivaltra nem hasznalhatjuk ugyanezt a modszert, mivel
0%*¢/0z* = 0-t kapnank fiiggetleniil T;-t6l. Ezért részenkénti integralast kell

alkalmazni
o’T 8(/)] or
/dxquw B _/d oz Oz (5.16)
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+ T

o0x I 0x

— —/d a¢]< a¢j—1 +T a¢]
ox

3¢j+1>

1 1 1
= —T; ;1 — + T, + —T; 5.17
A%‘flﬂ T~ (ijl/z ij+1/2> ! w1 (517)
A részenkénti integrélasnal a hataron vett tagok elttinnek, mivel az Gsszes ¢
fliggvény tartoja kompakt.
Egy teljes példaként diszkretizaljuk a

or or 82T

E + Ua_.I — 81‘2 =0 (518)

konvekcio-diffizio egyenletet a véges elem modszerrel ugy, hogy az idéderi-
valtakat egyszerd véges differencia modszerrel becsiiljiik:

Azj_1/2 7}#11 — T + Azj_1ja + Azjiiye TjnH — 17 + Azjiiye TJ+1 T3

6 At 3 At 6 At
T” -T?
Jj+1 Jj—1
5.19
5 (5.19)
C W] Ba . T T T ]

Azj_1j2 Azjyz AT ATy

Erdemes megfigyelni, hogy egy egyenletrendszert kaptunk 7™ t'-re, mivel az
idéderivalt tartalmaz egy térbeli operatort. A véges elem modszernél tehat
akkor is egyenletrendszert kell megoldani, ha az id6diszkretizacié explicit.

5.3. Spektralis Modszer

A spektralis médszerben a ¢; bazis fliggvények az egész térre kiterjeds orto-
gonalis fiiggvények a; amplitudoval:

T =T+ 3 as(6)65(%) (5.20)

J=1

Ha lehetséges, Tj-t ugy valasztjuk meg, hogy kielégitse a kezdeti és hatarfel-
tételeket.

Oldjuk meg példaul a 0,7 — ad,, T = 0 diffuzios egyenletet T'(z,0) =
5z — 4x? kezdeti és T(0,t) = 0, T(1,t) = 1 hatarfeltételekkel. Ekkor

J
T =5z —42” + ) a;(t)sin(jrz) (5.21)
Jj=1
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5.3. abra.
Spektralis moédszer 1 dimenzioban. A szaggatott vonallal dbrazolt kozelits
megoldés a 4 folytonos vonallal jel6lt a; amplitidokkal megszorzott
bazisfiiggvény Osszege.

kozelité megoldas automatikusan kielégiti a peremfeltételeket. A reziduum
J
R= Z (010, + aa;(jm)?] sin(jmz) (5.22)
A sulyozott reziduum moédszer szerint

1
0 = /dxsin(mﬂx)R(a:,t)
0

8 1

= m—o;r [— cos(mmz)]y + 3 [@am + aam(mW)Q] (5.23)

Ha az idGderivaltat egyszerii véges differencia modszerrel diszkretizéljuk, ak-
kor

2
a™t =" — At [oz(mw)2 + 3—amod(m, 2)] (5.24)
mn

ahol mod(m, 2) az m kettG szerinti maradéka, azaz 0 paros m-re és 1 paratlan
m-re. Ez nagyon hatékony mddszert ad, mivel a pontossag nagyon gyorsan ng
a bézis fiiggvények szamaval, ugyanakkor a diszkrét egyenlet még egyszertibb
mint a tobbi targyalt modszernél.

Azonban itt erdsen kihasznéltuk, hogy a kezdeti és hatarfeltételek egy-
szerli analitikus formaban adottak, valamint a PDE linearitasit. A nem
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lineéris tagok konvolucio(ka)t adnak, mig a bonyolult hatarfeltételek az amp-
litadok kozott jelentenek komplikalt kapcsolatot. Nem linearis problémaéakra
a spektralis modszer tul koltségessé valik.

5.3.1. Pszeudospektralis Mdodszer

A megoldas mind spektraltérben, mind fizikai térben diszkretizalt, az utéb-
binal kollokaciés modszerrel, azaz racspontokban adott a megoldas. A két
diszkretizaci6 kozott valamilyen FE'T tipust algoritmussal lehet konvertalni.
A linearis térbeli differenciaoperatorokat spektrélis térben szamoljuk ki, a
nemlinearis tagokat és a hatarfeltételeket a fizikai térben.

Példaul a
ou ou

Burgers egyenlet esetén a pszeudospektralis moédszer az alabbi lépésekbdl all

0 (5.25)

1. FFT-vel uj-b6l hatarozzuk meg aj amplitadokat
2. Spektralis térben szdmitsuk ki a 0,u amplitadoit
3. FFT-vel hatarozzuk meg (0,u)j-t a fizikai térben

4. Fizika térben uj*" = u? + Atu?(8,u)}

5.4. Osszefoglalo

Moédszer véges diff. véges térf. véges elem pszeudo-spektr.
tarto lokalis lokalis lokalis globalis

rend 1, 2,... 1,2,7 2, 3,... sima fv-re jo
kozervativ ? igen ? 777
gorbevonald racs | igen igen igen nem
szabalytalan racs | 7 igen igen nem
komplexitas legkisebb  kicsi kozepes nagy




6. fejezet

Racs Tipusok

6.1. Statikus racsok

A statikus racsok az id6lépéstsl fiiggetlenek.

6.1.1. Szabalyos racsok

Descartes racs

Polar koordinatas racs

r =

z =

a fliggetlen térbeli valtozok, és a PDE-t ezekben oldjuk meg. Az r = 0
tengely mentén a polar koordinatak szingularisak. Véges felbontas esetén
a tengely koriili racscellak nagyon megnytlnak, ami stabilitasi szempontbol

nem szerencsés.

GOmb koordinatas racs

r

To + 1Az
Yo + JAY
2o + kAz

ro + iAr

¢ + jAP
20 + kAz

ro + 1Ar

45
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6.1. 4bra. Descartes, polar és gombkoordinatas szabalyos racsok

¢ = ¢o+jAP (6.8)
0 = 0o+ kAD (6.9)

a fliggetlen térbeli valtozdk, és a PDE-t ezekben oldjuk meg. A =0,0 =
tengely mentén a racs szingularis. Véges felbontasnal a celldk elnyultakka
valnak.

6.1.2. Strukturalt racs
Nem egyenletes racs

A racsallando
Al‘i_H/Q = Tjp1 — T4 (610)

nem konstans. FEz alkalmas arra, hogy a racsfelbontast noveljiik egy adott
helyen, de t6bb dimenzidéban nem feltétleniil hatékony.

Altalanositott koordinatak

x = z(iAE, jAn, kAQ) (6.11)
= y(iAg, jAn, kA() (6.12)
z = z(iA, jAn, kAC) (6.13)

ahol z,y, z folytonos fiiggvényei a &, 7, ( altalanositott koordinatdknak. A
PDE-t is &, n, € fliggvényében irjuk fel. A & n, ¢ koordindtakban a szamitasi
tartomany egy szabalyos racson helyezkedik el.
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GoOrbevonala racs

x = xz(i,j, k) (6.14)
y(i, j, k) (6.15)

z = z(i,5, k) (6.16)
)

Az x,y, z rdcsban az (i, j, k) ponthoz az (i + 1,5, k), (4,7 £ 1,k), (i,7,k£1
racspontok esnek a legkdozelebb. A PDE-t az x,y, z valtozokban oldjuk meg.

6.1.3. Strukturalatlan racs

A racspontok sorrendje tetszéleges, koordinataikat a x = x(7) adja meg. A
racspontok szomszédait valamilyen adatstruktiaraval kell leirni. Két dimenzi-
6ban haromszog racsot szokas alkalmazni, hdrom dimenziéban tetraéderest,
de mas racstipusok is léteznek. Strukturalatlan racsokndl a racs generdlas
bonyolult feladatot jelent.

6.2. Dinamikus racsok

Egyes problémék megkivanjak, hogy a racs valtozzon a szimulaci6 folyaméan.
Ez sziikséges lehet a hatarok mozgasa miatt, vagy azért, hogy a racsfelbontést
dinamikusan tudjuk valtoztatni.

6.2.1. Mozgb racs

Egy dimenziéban nem konstans racsalland6ja, tébb dimenzidéban altaldno-
sitott koordinatés vagy gorbevonali racsot hasznalunk. A racspontok idé-
ben folytonosan mozognak vg(3, j, k) sebességgel. Konvekcié esetén példaul
Lagrange leirast hasznalhatunk. Az egyenletek a racs mozgasa miatt extra
tagokkal béviilnek. Gyakran a rdcspontok sebességét is valamilyen PDE meg-
oldasaként hatarozzuk meg. Tobb dimenziéban nehéz a racs feltekeredését
elkeriilni.

6.2.2. Adaptiv racs finomitas

Az adaptiv racsok finomitasnal (Adaptive Mesh Refinement, AMR) a récs
szerkezete valtozik id6ben, maguk a racspontok nem mozognak.
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6.2. abra.
Strukturalt racsok: nem egyenletes racsallando (bal fent), altalanositott
koordinaték (jobb fent), gérbevonala racs (jobb lent). Strukturéalatlan
haromszogracs (bal lent).
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6.3. dbra.
Hierarchikus racs (bal oldalt), cellanként finomitott AMR racs (kozépen),
blokk AMR réacs (jobb oldalt)

Hierarchikus racs

A hierarchikus racsban tobb kiiloboz6 racsalland6ju — altalaban szabalyos
— racs fekszik egymason. A PDE-t mindegyik racson megoldjuk. Egy-egy
racs hatarfeltételeit a nala durvibb illetve a szomszédos azonos finomsagu
racsok biztositjak. Az id6lépés minden racson kiilonbozs (lehet). Altalidban
az id6lépések és a térbeli felbontésok aranya is kis egész péaros szamok, pl. 2,
4 stb.

A megmaradési tételek teljesitésére vigyazni kell, azaz a kiilonb6z6 szinten
szamolt fluxusoknak meg kell egyezniiik a finom és durva racs hataran.

Strukturalatltan adaptiv racs

Ha minden egyes cellat finomithatunk és durvithatunk, akkor egy struktu-
rdlatlan racsot kapunk. Ez nagyon bonyolult tértartomanyok leirasara is
alkalmas. Viszonylag bonyolult adatszerkezetet igényel, és parhuzamos fut-
tatasnal nem trivialis a processzorok kozti idedlis munkamegosztast kialalki-
tani.

Blokk adaptiv racs

A blokk adaptiv racsban egyes blokkokat finomitunk és durvitunk tipikusan
egy 2-es faktorral. A blokkok nem fednek at, hanem pontosan kitéltik a te-
ret. Az id6lépés lehet kiilonbo6z6, de joval konnyebb megcsindlni egyformara.
Parhuzamos programokban nagyon hatékony, mert a sok egyforma szamu
cellabol 4ll6 blokkot konnyii szétosztani a processzorok kozott.
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6.3. Hatarfeltételek

6.3.1. Szellem cellak

A hatarfeltételeket legegyszertibb szellemcelldkkal leirni. Valamilyen médon
meghatarozzuk, hogy mennyi lenne a fiiggévaltozok értéke a szellem celldk-
ban. A szellem cellak biztositjak, hogy a diszkretizaci6 tartéja minden fizikai
cellara ismert legyen. Példaul ha két szellemcellara van sziikség, az 2 = 0 és
¢ = —1 index( celldkban a kovetkezs értékeket irjuk el§ a hatarfeltétel tipu-
satol fiiggben:

e periodikus: To=T;, T 1=Tj5; 1
e rogzitett (Dirichlet): To=T_1=1T,

e folytonos (Neumann): Ty =714 =T

e szimmetrikus: To=T,T 1=Ts

e antiszimmetrikus: To=-T,,T_1=-T5

6.3.2. Fluxus hatarfeltételek

Véges térfogat modszernél a cellahataron vett fluxusokat hasznaljuk. A ha-
tarfeltételeket gy is megadhatjuk, hogy a hatéron 1év6 celldkhoz megadjuk
a fluxusokat. A szellem cellakkal a fluxus hatarfeltételek egy részhalmaza
valdsithatd meg.

6.3.3. Specialis hatardiszkretizacio

Elvileg a hataron hasznalhatunk teljesen més diszkretizaci6t mint a szami-
tasi tartomény belsejében. Ez nagyon rugalmas megoldas egy konkrét prob-
léméra, de elég bonyolult programozasi szempontbdl, és nem hasznilhato
altalanos programokban. Példa ilyen specialis diszkretiziciora a karakterisz-
tikus hatérfeltételek alkalmazéasa, ahol a hataron az egyenlet karakterisztikus
hullamait szamitjuk ki, és ezek alapjan szamitjuk ki a hatarfeltételeket.
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Hang (nx= 54)
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6.4. abra.
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Reflektiv hatarfeltétel megvalositasa egy hidrodinamikai szimulacioban
szellemcellak segitségével. A bal széls6 két racspont tartozik a
szellemcellakhoz. A p stirtiségre és a p nyomasra szimmetrikus, a hatarra
merdleges v sebességre antiszimmetrikus hatéarfeltételeket alkalmazunk.



7. fejezet

Explicit idSintegralasi modszerek

Eddig szinte mindig a legegyszeriibb idében els6rendii idében el6rehaladd
(forward in time) diszkretizaciot hasznaltuk az idéderivalt explicit diszkreti-
zalasdhoz. Ezt Euler 1épésnek is nevezik. Ebben a részben a magasabb rendii
pontossag elérésére alkalmas modszereket tekintjiik at. A jelolés egyszertisi-
tése miatt bevezetjiik a

ou
5 S —div R (7.1)

jelolést, ahol R a jobb oldalon 1év6 fluxusok és forras tagok osszege. Ebben
a jelolésben az Euler lépés

U™t =U" + AtR(U™) (7.2)

7.1. Runge-Kutta

A Runge-Kutta moszerekben tobb részlépésben becsiiljiik R-t, és ezeknek a
becsléseknek valamilyen linearis kombinaciojat alkalmazzuk.
Masodrendii Runge-Kutta:

1
Utz = ur 4 §AtR(U") (7.3)
Uttt = U™+ AtR(U™?) (7.4)
Negyedrendii Runge-Kutta:
1
U, = U"+ iAtR(U”) (7.5)

1
Uy = U"+3AtR(UY) (7.6)

52
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Uy = U™+ AtR(U,) (7.7)

1 1 1 1
Urtt = U™+ At 6R(U") + §R(Ul) + §R(UQ) + 8R(U?,) (7.8)
Programozési szempontbol valamivel célszeriibb, ha csak az U-kat kell té-
rolni, az R-ket nem. A fenti utolsé egyenlet helyett ezért érdemes az aldbbi
ekvivalens képleteket hasznélni

1

1
Ut = Us+ g (U420, + Uy — 4U7) (7.10)

7.2. Prediktor-korrektor

A masodrendii prediktor-korrektor modszer lényegében egy mésodrendd Runge-
Kutta, de méas (egyszertibb) diszkretizaciot hasznal az els6 prediktor lépés-
ben, mint a méasodik korrektor 1épésben.

7.3. Tobb szinti idédiszkretizacio

Ha nem csak az n-dik és n+ 1-dik 1épéseket hasznaljuk fel, akkor az id&diszk-
retizaci6 rendje novelhets. Peldaul egy haromszintii masodrendt idédiszkre-
tizacié a kovetkezo:

Ut = U™t + 2AtR(U™) (7.11)

Hasznalhatjuk a korabbi id6lépés jobb oldalat is
n+1 n 3 n 1 n—1
urt =U0"+ iAtR(U ) — EAtR(U ) (7.12)

Mint a Taylor sorfejtésbél 1athato, ez szintén id6ben masodrendt diszkreti-
zacio.

A tobbszintii modszerek hatranya, hogy el kell tarolni a korabbi id6lépése-
ket, és az els6 idGlépésben 2 szintii formulat kell alkalmazni. Ha az id6lépések
hossza nem &allando, akkor kissé elbonyolédnak a formuléak.

7.4. QOperator bontas

Tegyiik fel, hogy van egy jol miikodé modszeriink /programunk egy 1 térdi-
menziés PDE megoldasara. Hogyan altalanosithatjuk a programot/modszert
tobb dimenziora?
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Legyen L, az z irAnyd masodrendd diszkretizacié ami megoldja a
oU = R, (U) (7.13)

egyenletrendszert. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel tovabbéa, hogy R, egy
linearis operator. A Taylor sorfejtés miatt

1
1
= (I+AtR, + §At2R§)U" + O(AP) (7.14)
Hasonléan L, a ;U = R, masodrendii diszkretizaci6ja. Ekkor

Ut = Ly(At)L,(At)U" (7.15)
= ([ +AtR, + %AtQRfE)(I + AtR, + %AtQRZ)U” + O(AP)
= |I+At(R, +R,) + %AtZ(Ri + R2 + 2R, R,)| U" + O(At’)
ami nem mésodrendd, mert R, és R, 4ltaldban nem felcserélhetd operatorok,
és igy
(R. + R,)* = R, + R.R, + RyR, + R # R, + 2R,R,+ R, (7.16)

Viszont, ha alkalmazzuk a Godunov féle operator bontast, és minden
masodik lépésben megcseréljiik a sorrendet, akkor mar méasodrendid lesz a
diszkretizacio:

U? = Ly(At)L,(At)L,(At) L, (A)U™ = ... (7.17)
1
= |I+2At(R, + R,) + 5(2A15)2(Rm + R,)?| U™ + O(A)
Természetesen itt feltételeztiik, hogy az id6lépés nem, vagy nem sokat valto-
zik az n-dik és az n + 1-dik 1épések kozott.

A Strang féle operator bontas a Godunov-hoz hasonléan miikodik,
azonban egyetlen idélépést bont fel:

UMt = L, (At/2)L,(At)L,(At/2)U" = ... (7.18)
1
= |[I+At(R, +R,) + §At2(Rw + R,)?| U™ + O(AP)

A Strang féle operator bontasban harom részoperatort kell alkalmazni id6lé-
pésenként, ami 50%-kal dragabb mint a Godunov féle operator bontas.
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Rekurziv modszerrel megmutathato, hogy az operator bontas m > 2 ope-
rator esetén is alkalmazhat6. Legyen R, = R, + Ry, és ezek diszkrét megfele-
16i az L, és L, méasodrendi operatorok. Ekkor a Godunov operator bontést
kétszer alkalmazva

U2 = L,(At)L,(At)L,(At) L (At)U" (7.19)
= L,(At)L,(2At) L, (AH)U" + O(At?)
= Ly(At)Ly,(At) Ly (At) Ly (At) Ly (At) Ly (AH)U™ + O(At?)

illetve hasonl6an a Strang féle operator bontasnal
U™ = L,(At/2)L,(At/2) L, (At)L,(At/2) L. (At/2)U™ + O(At*) (7.20)

Ez a lépés tetsz6legesen sok operatorra megismételhet§. Fontos megjegyezni,
hogy az operator bontas médszere nem szoritkozik a kiilonb6zé irAnyokban
vett fluxusokra, de épptigy alkalmazhat6 példaul forrastagok és fluxusok bon-
tott diszkretizacigjara is.

Gyenge megoldasokra vonatkozoan csak skalar egyenletekre és gyneve-
zett monoton modszerekre sikeriilt bebizonyitani [2|, hogy az operétor bon-
tassal kapott diszkretizici6 helyes gyenge megoldast ad két dimenziéban is.



8. fejezet

Implicit idSintegralasi moédszerek

Implicit idGintegralésra akkor van sziikség, amikor az explicit modszer nem
gazdasdgos a numerikus stabilitds altal limitalt kis id6lépés miatt. Termé-
szetesen, ha a kis idGlépést a pontossag koveteli meg, akkor nem érdemes
implicit id6integralast hasznalni.

8.1. Implicit diszkretizacidok

Ismét a oU
= 1
5 = 1t (8.1)

egyenletet oldjuk meg. Elsérendi forditott (backwards) Euler 1épés
Ut = U™ + AtR(U™) (8.2)

Maésodrendii trapéz modszer
1 1
Untl = U 4+ At [iR(U"“) 4 5R(U")] (8.3)

A trapéz modszer linearis PDE-re kivaléan miikodik, nem linearis PDE-re
viszont altalaban instabil, ha az id6lépés nagy. Ez javithato6, ha néveljiik az
implicit rész aranyét:

Ut = U™ + At [BR(U™) + (1 — B)R(U™)] (8.4)

ahol 5 > 1/2 esetén a modszer stabilla valik. Formaélisan elérhet§ a mésod-
rendii pontossig, ha § = 1/2 + kAt, azaz végtelen kis id6lépésre a § — 1/2.
Véges felbontasnal azonban ez inkabb csak 6nmagunk megnyugtatésara jo,
hiszen k-t agy kell megvalasztanunk, hogy a modszer stabil maradjon.
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Héarom id6szint felhasznalasaval konstrualhaté nem linearisan is stabil és
méasodrendti modszer. Ilyen példaul a BDF2 (backwards difference formula
2):

Ur — Un—l .
AL R(U")

(8.5)
Itt « = At, /(At, + 2At,-1) és f = 1 — « valasztassal a BDF2 masodrendi
diszkretizaciot kapjuk. Ha az id6lépés konstans, akkor o = 1/3 és § = 2/3,
azaz az implicit rész dominal, ami stabilabb mint a trapéz moédszer (8 =
1/2,a = 0).

A haromszint médszerek hatranya, hogy tobb adatot kell tarolni, illetve
az els6 id6lépésben nem 4ll rendelkezésre mindhérom szint. Ez utébbi prob-
léméan konnyt segiteni: az elsé 1épésben egy kétszint modszert, pl. a trapéz
modszert lehet hasznalni.

U™t = U+ At, [ﬁR(UﬂH) +(1— ﬁ)R(U”)} +At,o l

8.1.1. Alacsonyabb rendid implicit diszkretizaci6

A megoldando egyenletrendszer egyszertisitése érdekében célszerti az R(U™)
tagot minél egyszertibb forméban diszkretizalni. Megmutathat6, hogy ha
példaul a trapéz modszert atirjuk a

U™ = U™ + AtRy(U™) + % [Ry(U™) = Ry(U™)] (8.6)

alakba, ahol R, egy térben masodrendi, mig R, egy térben els6 rendi diszk-
retizacio. Megmutatjuk, hogy az egész diszkretizacié térben és id6ben ma-
sodrendt lesz, ugyanis a hiba

At |dR
Ut = U™+ AtRy(U™) + 5 ld—tlAt + O(AtQ)]

A 2
= U™+ AtRy(U™) + Tt% + O(AzAL?) + O(At?), (8.7)

ahol kihasznaltuk, hogy Ry = Ry + O(Ax).

8.2. Szemi-implicit moédszerek
Nagyon sokféle modszert neveznek szemi-implicitnek:
e A PDE egyes tagjai implicitek

e A PDE egyes valtozoéi implicitek
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e A szamitési tartoméany egyes részeiben hasznalunk implicit diszkreti-
zaciot

A szemi-implicit modszerek az explicit és az implicit modszerek elényeit pro-
baljak egyesiteni: ahol lehet az olcsobb explicit modszert hasznaljak, és a
dragabb de stabil implicit médszert csak akkor és ott hasznaljak ahol sziik-
séges. Persze a szemi-implicit modszerek erésen egyenlet és problémafiiggdk,
a stabilitasi kritériumokat is nehéz megéllapitani.
Példaul tegyiik fel, hogy a

ou

a =R= Rexpl + Rimpl (88)
PDE-ben csak az Rimp tagokat kivdjuk implicit médon kezelni. Ekkor pél-
daul a kovetkezd diszkretizacié masodrendii lesz:

At At
U™ = U™ 4+ At Roy (U" 4 7Rn) + 5 [RiungtU™) + Ripp (0"11)] (8.9)
Egy masik megkdzelités a Godunov vagy Strang féle operator bontas lehet,
ahol az explicit és implicit rész diszkretizacioja teljesen szétvalik.

8.3. Nem linearis egyenletrendszer megoldasa

Keressiik az
FU)=0 (8.10)

egyenletrendszer U megoldéisat, ahol F' tetsz6leges nemlineéris fiiggvénye az
U vektornak. Altaldban nagyon nehéz megtalalni egy nem linearis egyenlet-
rendszer gyokeit [1]. Az egyik leghatékonyabb megoldasi modszer a Newton-
Raphson iteracio, illetve ennek javitott valtozatai.

Legyen a kezdeti vektor Uy, és az iteraci6 a k-dik 1épésben

Uppr = Uy — (@) h F(Uy) (8.11)

Itt OF/OU a Jacobi matrix. Ha a mddszer konvergal, és mar eléggé kozel
vagyunk a megoldashoz, akkor megmutathato, hogy a hiba minden lépésben
négyzetesen csokken, azaz

1Uk+1 = Usol| o [|Ug = Uso|* (8.12)

ahol Uy, a konvergalt megoldas. Sajnos egyéltalan nincs ra garancia, hogy a
Newton-Raphson moédszer konvergilna.
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A konvergencia sugarat vonalmenti kereséssel lehet névelni. Az eljaras
lényege a kovetkezs: egy Newton lépésben elfordulhat, hogy ||F(Ugy1)l|
nem kisebb ||F(Uy)|| kezdeti hibanal. Ugyanakkor megmutathatd, hogy az
f = F?/2 hibafiiggvény csokken a —J~!F(U}) iranyban, hiszen

gradf - (—J 'F) = —(F.J)(J 'F)=-F*<0 (8.13)

Tehat ha megfelel6en valasztott kisebb lépést tesziink ebben az iranyban,
akkor a hiba garantaltan csokkenni fog:

Upsr = Ug — A (a—F> h F(Uy) (8.14)

ou
A 0 < X < 1 egyiitthatdo megfelel6 megvalasztasaval a konvergencia lényegé-
ben biztossa tehetd.

8.4. Implicit diszkretizacié linearizalasa

Mint lathato, a Newton-Raphson médszerben minden iteraciojaban egy line-
aris egyenletrendszert kell megoldani. Célszerti a nemlinearis egyenletrend-
szert Ugy linearizalni, hogy a diszkretizacié rendje ne csokkenjen, mert igy
csak egy linearis egyenletrendszert kell megoldani. Ezt konnyen megtehetjiik,
ha az ismeretlen R™"1-t

R(U™Y = R(U”)—i-At%—]f—i-O(AtQ)
B . OR OU )
= R(U )+AtaU 5 + O(A#)
_ n aR n+1 n 2
= R(U")+ 5 (Ut —Um) + 0(A8?) (8.15)

alakban irjuk fel. Ezutan tekintsiik ismeretlennek a
AU =U™t —yn (8.16)

vektort, és ebben irjuk fel az impliciten diszkretizalt egyenletet. Példaul a
trapéz modszer

At
U™ = U™ + AtRy(U™) + [Ry(U™) = Ry(U™)] (8.17)
linearizalt formaban
At OR
AU = AtRy(U™) + = =AU + O(AP?) (8.18)

2 0U
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ami tehat masodrendd pontos. Ez atrendezhets az

1, 0R, n
(I — 2At 6U> AU = AtRy,(U™) (8.19)
alakra, ami egy linearis egyenletrendszer AU-ra nézve. Ez az egyenletrend-
szer megegyezik a Newton-Raphson eljaras elsé iteraciojaval, ha a kezdeti
vektor AU, = 0.

Ha a linearizalt implicit diszkretizaci6 stabilitasa kielégits, akkor mindig
hatékonyabb mint a nem-linearis diszkretizécié pontos megoldésa, mert csak
egy lineéris egyenletrendszert kell megoldani, és a megoldas rendje ugyan-
olyan mindkét esetben. El&fordulhat, hogy a nem-linearis rendszer stabilabb,
és érdemes egynél tobb Newton iteraciot végrehajtani.

8.5. Jacobi matrix meghatarozasa

Akér a nemlineéris, akir a linearis problémat tekintjiik, ki kell szdmitani a

OR,
=7 -pAatZd 2
J BAITE (8.20)

matrix elemeit, vagy legalabbis a J méatrix inverzének és egy tetszSleges vek-
tornak a szorzatatat.

8.5.1. Jacobi matrix analitikusan

A legnyilvanvaloébb, de nem feltétleniil a legegyszeriibb vagy éppen legha-
tékonyabb megkozelités a Jacobi matrix elemeinek analitikus kiszadmitasa.
Fontos megjegyezni, hogy itt a diszkrétizalt R illetve R; fliggvények parci-
alis derivaltjaira van sziikség és nem az analitikus PDE-ben szereplé jobb
oldalra. Ha a diszkretizacié nagyon egyszert, pl. centralis differencia, akkor
az elemek analitikusan kiszamithatoak. Példaul

Fipn— Fiy
R =S, — +2T (8.21)
esetén
OR; oS
oU; N (w)z
OR; 1 (OF
0U; 1 - oAz (@)Hl

dR, 1 (oF
_ oL (% 22
U, +2Ax<6U>F1 (8.22)
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Bonyolultabb diszkretizacio esetén sokkal tobb tag 1ép fel. Az egyes parcialis
derivaltakat kiszamithatjuk analitikusan vagy numerikusan:

of _ fU+e") - f(U)

oU, € '
ahol f az F fluxus vagy az S forras vektorok valamelyik komponense, mig w
az U vektor egy komponensét jeloli. Az ed® perturbécié csak az U, kompo-
nenst perturbéalja e-nal.

A perturbacié mértékét tigy kell megvalasztani, hogy a k kerekitési (szé-
méabrazolasi) hiba hatasat minimalizaljuk, ugyanakkor a derivaltat minél
pontosabban kozelitsiik, azaz az O(e) diszkretizacios hiba minél kisebb le-
gyen. A szamabrazolasi hiba miatt legyen a perturbélatlan f(U)-ban egy
—f(U)k hiba, igy a hiba vezets rendben

(8.23)

fU+e6®)— fU)(1—-& of e 0%*f K
( ) : - )_8U =200z T W (8.24)
aminek a minimum helye az
2K
€= f”f ~ VK| Uy || (8.25)

Természetesen f/f”-t nem ismerjiik, csupan nagysagrendileg becsiiltiik U2-
tel. Dupla pontos szamabrazolasnal példaul x ~ 1072,

8.5.2. Jacobi matrix numerikusan

Ha a diszkretizacio bonyolult, akkor az el6z6 részben targyalt képletek nagyon
elbonyolodhatnak. A matrix elemeit numerikusan is meg tudjuk becsiilni, ha
az ismeretleneket egyesével perturbaljuk:
OR} _ R} (U + €67) — R} (U)
ouy € '

(8.26)

ahol u és w az R illetve U megfelel6 komponenseit jelolik. A €dy” perturbaci6
csak a j-dik radcspontban hat az U-nak a w komponensére.

8.5.3. Matrix mentes mdodszer

Bizonyos iterativ modszerek nem igénylik az invertdland6 maétrix elemeit,
elegendd ha a métrixszal meg tudunk szorozni egy tetszéleges vektort. Mivel
az invertalandd matrix specidlis alaki, ez megtehets a kovetkez6 modon:

(I = BAt%) a=a-— BAtR(Un +ca) = R(U) (8.27)

€
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x= | 1| 2| 3| 4] 5| 6

y—= | 1| 3| 5| 7| 2| 4

N |01 W [ |[&
Wik |~ IN O

1D

2D 3D

8.1. abra.
A Jacobi matrix numerikus kiszamitasanal tgy kell az egyes cellakban a
valtozokat perturbalni, hogy a tartok ne fedjenek at. Az abrén az 1, 2 és 3
dimenzidés perturbacios minték lathatok arra az esetre, amikor a tartok a
legkozelebbi cellakra terjednek ki. Az azonos szammal jeldlt cellak
perturbalhatok egyszerre.

Mint lathato a matrix helyett csak az R-t kell kiszdmolni. Az R(u") fiiggetlen
a-tdl, igy tulajdonképpen minden métrix-vektor szorzédshoz az R-t egyszer
kell kiértékelni. Az e paraméterre egy célszeri érték a /||U||/||all.



9. fejezet

Linearis egyenletrendszerek
megoldasa

Mint a korabbi fejezetekben lattuk, egyenletrendszerek megoldasara sziikség
van az alabbi esetekben:

e elliptikus PDE diszkretizacioja
e véges elem modszer
e implicit idGintegralas

A nem-linearis egyenletrendszereket vagy linearizaljuk, vagy Newton-Raphson
iteracioval oldjuk meg. Ez utébbinal minden egyes iteracidban egy linearis
egyenletrendszert kell megoldani.

A linearis egyenletrendszert

A-V=8B (9.1)

alakban irhatjuk, ahol V' az ismeretlenek vektora, B a jobb oldal vektora, A
pedig egy méatrix. A legcélszeriibb megoldési modszer megvalasztasa legin-
kabb az A matrix tulajdonsagaitol fiigg:

o A elemeinek nagy része nem 0 — stiri matrix
e A elemeinek nagy része 0 — ritka (sparse) matrix
e A nem 0 elemei a {6 diagonélishoz kozel esnek — ritka sdvos matrix

A megoldéasi modszer kivalasztasanal a modszer tulajdonségai is fontosak
lehetnek, igy példaul

e szamitasi igény
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e memoriaigény
e parallelizalhatosag
e matrix elemek sziikséges/sziikségtelen volta

e adott megoldasi pontossaghoz sziikséges munka

9.1. Direkt modszerek

9.1.1. Gauss eliminacid

A Gauss eliminaciot kizarolag stiri métrixok esetén érdemes alkalmazni.
Ilyen matrixok példaul a spektralis modszernél 1éphetnek fel. A Gauss elimi-
naciot a gyakorlatban szinte mindig két l1épésben végezziik el

1. LU dekompozicio
2. megoldas

Az LU dekompoziciéban az eredeti A matrixot egy U fels6 és egy L also
haromszog méatrix szorzatara bontjuk, azaz L-U = A. Az L és U méatrixokat
a Crout algoritmussal allitjuk elé:

Li; =1 (9.2)
minden 7 =1... N-re, majd 7 =1,..., N sorrendben
i—1
Ui,j = Ai,j - Z Li,kUk,j 1=1,2,...,3 (9.3)
k=1
1 it
Li; = — Ai,j_zLi,kUk,j i=j+1,j+2,...,N (94)
Uj,j P

A két haromszogmaéatrix éppen elfér az eredeti A matrix helyén, hiszen az L
diagonalisdn csupa 1-es all, amit nem kell tarolni. A tridiagonalis métrixok
elséllitasa O(N?) miiveletet igényel, mig a tridiagonalis métrixok inverzével
valé szorzas O(N?)-t. Ez akkor lényeges, ha sok egyenletet kell ugyanazzal
az A matrixszal, de kiilonb6z6 B jobb oldalakkal megoldani. A 0-val, vagy
kis szdmokkal valé osztéast a sorok cseréjével (pivoting) kell elkeriilni.
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9.1.2. Tridiagonalis matrix

Tridiagonalis matrixokban a nullatol kiilonb6z6 elemek mind a fgatlon (A; ;)
illetve ez alatt (A;_1;) és efolott helyezkednek el:

b1 C1 0 (%1 dl
a9 b2 Co (%] d?

as .bg C3 V3 _ d3 (9 5)
0 an b N UN dN

Ilyen matrixok lépnek fel pl. a véges elem modszernél vagy az implicit véges
differencia és véges térfogat modszereknél. Tridiagonalis A métrix esetén az
egyenletrendszert legkénnyebb a Thomas algoritmussal megoldani. El&szor
az i = 1,2... N sorrendben (forward sweep) eltiintetjiik a diagonalis alatti
elemeket, és magat a diagonélist egységnyire normalizaljuk:

d
d, = b—I (9.7)
' Ci
A 9.8
K bi — a;ici_y (58]
dz' — aidi_

Ennek eredményeképpen a transzforméalt egyenlet a kovetkezs lesz

1 ¢ 0 vy d}
1 4 Vo d,
1 v d;
’ Cl=] (9.10)
0 1 UN le

Ezutan i = N, N — 1,...1 sorrendben (backward sweep) megkapjuk a meg-
oldést

oy = dy (9.11)
v = dj — viC (9.12)

A Thomas algoritmus miveletigénye mindossze ~ 5N. Lényegében a Gauss
eliminiciénak a tridiagondlis matrixra egyszerisitett valtozata.
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9.1.3. SAvos matrix

Szélesebb sdvos matrix magasabb rendi véges elem illetve implicit véges dif-
ferencia modszereknél 1ép fel. A Thomas algoritmus konnyen altaldnosit-
hato szélesebb sdvos matrixokra is. T6bb forward sweep-pel a métrixot felsé
haromszog matrixra transzformaljuk, majd visszahelyettesitéssel megoldjuk.
Persze a miiveletigény a sav M szélességével gyorsan O(M?N) iitemben nd.

9.1.4. Blokk tridiagonalis matrix

Egyenletrendszerek diszkretizal4sa esetén a matrix szerkezete tipikusan blok-
kokbol 4ll, ahol M egyenlet esetén blokkok M x M méretiek

b1 C1 0 V1 d1
as, by c Vo d,

a3 bz cj3 V3 _ d'3 (9.13)
0 ay bN VN bN

Itt pl. vy az els6 rdcspontban 16v6 M ismeretlent tartalmazza lényegében
tetszGleges sorrendben. A Thomas algoritmus altalanosithaté blokk tridia-
gonalis métrixokra is:

C; = (bz — ; 'C'fl)_ + C;

d; = (bz — a; - C-_l)i1 . (dz —a; - difl) (914)
Majd i = N, N —1,...1 sorrendben (backward sweep):
v,=d,—c,-vi (9.15)

A 9.14 egyenletekben szerepld matrix invertaldsok helyett természetesen LU
dekompoziciés egyenletrendszer megoldast végziink. A blokk tridiagonélis
Thomas algoritmus miiveletigénye ~ 5N M?/3, ami sokkal jobb mint a teljes
Gauss O((NM)3/3), viszont nem sokkal jobb mint a sdvos métrix algoritmus
O(N'M?), ahol N' = NM a matrix elemekben szdmolt mérete.



Toth Gabor: Szamitogépes modellezés 67

9.1.5. Ciklikus (blokk) tridiagonalis méatrix

Periodikus hatarfeltételek diszkretizacioja 6sszekoti az els6 és az N-dik racs-
pontokat. Ilyenkor gyakran kapunk ciklikus (blokk) tridiagonalis matrixot:

b1 C1 aj Vi dl
ay b2 Co Vo d2

az bz c3 V3 _ d'3 ( 9.1 6)
Cn ay by VN by

Ezt a lineéris egyenletrendszert visszavezethetjiik a nem-ciklikus probléméra
a Woodbury formula segitségével:

(A+B-C")'=A"—[A-B-1+C"A™"-B)™ . CT- A7 (9.17)

ahol B és C matrixok NM x M rendftiek, és B-CT adja a ciklikus blokkokat.
A konkrét algoritmust a Numerical Recipes [1] tartalmazza. Lényegében
ugyanazzal az A matrixszal M + 1 kiilonb&z6 jobb oldalhoz kell megoldast
talalni.

9.2. Hagyomanyos iterativ médszerek
Az iterativ modszerekben A-t felbontjuk
A=N+P (9.18)

matrixokra, ahol N ~ A konnyen faktorizalhato, mig P egy lehetéleg kicsi
korrekcio. Ekkor az eredeti egyenlet

N-V=B-P-V (9.19)
alakban ifrhat6. Mivel N kénnyen invertilhato, ezt tovabb alakithatjuk a
V=N'-(B-P-V) (9.20)
egyenletre, amit a
Vit =N (B-P-V") (9.21)

iterdcidval probalunk megoldani, ahol n indexeli az iterdcidkat. Az eljaras
konvergél, ha N~!P legnagyobb sajatértékének abszoltt értéke 1-nél kisebb.
Altalaban elegendd, ha A diagonélisan dominalt, azaz

|Aj 0 > [Aigl (9.22)
i2
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9.2.1. Jacobi iteracid
N =diag(A) P=L+U (9.23)

azaz N a diagonéalis, mig P az 0sszes nem diagonalis elemet tartalmazza. Ez
konkrétan a kovetkezd iteracidhoz vezet:

n 1 n
AR 1 (Bi - ;Ai,j‘/} ) (9.24)
() j#i

A Jacobi iteracié nem kiilonosebben hatékony, de egyszeri, és a hatékonyabb
modszerek alapja, valamint kénnyen parhuzamosithato.

9.2.2. Gauss-Seidel iteracio
N =diag(A)+L P=U (9.25)

azaz P a diagonalis atl6 feletti elemeket tartalmazza. Ez konkrétan a kovet-
kez6 iterdciohoz vezet, amit az 2 = 1... N sorrendben kell végezni:

1
V;n—l—l — e (BZ _ ZAi,jan—H _ ZAZ,JV;”> (926)
iy

Jj<i J>i

Ez a moédszer kb. kétszer gyorsabban konvergal a Jacobi iterdcional, viszont
nem parhuzamosithato.

9.2.3. Szukcessziv talrelaxalas (SOR)

A Gauss-Seidel modszerhez hasonld, de a ,lépéshosszt” varialjuk:

diag(A)
A

N = +L (9.27)

ahol X\ egy optimalisan valasztott paraméter.

Vit = 1=V + A (B - DAVt =3 Ai,j‘ﬁ") (9.28)
Ai j<i >
Ez 0 < A < 2-re konvergal. A konvergencia akkor lehet gyorsabb a Gauss-
Seidel modszernél, ha A > 1, amit tulrelaxdlasnak neveziink. Az optimaélis
A egyszerli matrixokra ismert, de altalanos esetben nehéz eltaldlni. Csak
viszonylag kozel az optimélis értékhez ad az SOR igazan j6 konvergenciat.
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9.3. Krylov altér tipustu iterativ modszerek

Az eddig targyalt direkt és iterativ modszerk mind felhasznaljak az A méatrix
elemeit, és atlalaban szekvencidlisan haladnak végig a matrix sorain és osz-
lopain. A Krylov tipusu iterativ médszerekben a matrixrol csak annyit kell
tudnunk, hogy egy tetszGleges vektrorral megszorozva milyen értéket ad. Ez
egyrészt azt jelenti, hogy a méatrix elemeket nem is kell feltétleniil kiszamolni,
illetve hogy az algoritmus konnyen parhuzamosithato.

9.3.1. Konjugalt gradiens

A konjugalt gradiens moédszer csak szimmetrikus pozitiv definit matrixokra
alkalmazhat6. Az alapotlet, hogy keressiik az

f(V)=%V-A-V—B-V (9.29)
fliggvény minimumhelyét. A megoldas
gradf(V)=A-V—-B=0 (9.30)
azaz a minimalizalési feladattal éppen az eredeti egyenletrendszert oldjuk
meg. Az iterativ algoritmus lényege a kovetkezé:
e Vilasszunk egy keresési irdnyt Py ami jmerdleges” (P, - A- P, = 0 ha
| < k) a korabbiakra
e Minimalizaljuk az f(Vj + axPy) fliggvényt « szerint
o Vi1 =Vi+ aplby

o k—k+1
A konkrét algoritmus:
1. R1:B—A'VvléSP1:R1

__ _Ry-Ry
- Ok = B AP,

. Rypy = Ry — o A- By

2

3

4. By = P
)

. Py = By + B By
6. Virr = Ve +

Megfelels sorrendcserékkel és ideiglenes valtozok bevezetésével elérhets, hogy
a CG modszer a megoldéson és a jobb oldalon kiviil csak két extra vektort
taroljon, és iterdcionként csak egy méatrix vektor szorzasra van sziikség.
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9.3.2. BiCG és BiCGstab

A konjugalt gradiens mddszer altalanosithaté nem szimmetrikus métrixokra.
A BiCG algoritmus kétszer annyi miiveletet és tarolasi helyet igényel mint
a CG. Elvileg miikddik, de nem mindig konvergal. Ennek javitott valtozata
a BiCGSTAB (stabilizalt BiCG) algoritmus, ami sokkal megbizhatobb. Ta-
rolasi igénye 4 — 7 vektor az implementaciotol és az algoritmus részleteitsl
fiiggGen.

9.3.3. MINRES és GMRES

A MINRES (minimum reziduum) modszer a CG egy altalanositasa, amelyik
szimmetrikus de nem pozitiv definit matrixokra is mtikodik. Lényegében az

1
f(V) = 5|A-V—B|2 (9.31)
fliggvényt minimalizalja a CG-hez hasonlé médon. A fliggvény minimuma
gradf(V)=A"-(A-V-B)=0 (9.32)

helyen van. Az AT - A métrix szimmetrikus és pozitiv definit.

A MINRES modszert sikeriilt altalanositani nem szimmetrikus métri-
xokra is, ez a GMRES (generalized minimum reziduum) algoritmus. Ez az
egyik legjobb Krylov tipust iterativ mddszer. Egyetlen hatranya, hogy az
Osszes korabbi keresési iranyt tarolni kell. A gyakorlatban bizonyos szamu
iteracio (pl. 20) utan tdjra lehet inditani.

9.3.4. Prekondicionalas

A Krylov tipusu iterativ modszerek diagonalisan dominalt métrixokra mt-
kodnek igazan jol. Ezért érdemes az eredeti egyenletet megszorozni balrol
és/vagy jobbrol egy P prekondicionalé matrixszal, ami A inverzét kozeliti:

A.V=P -A-V=P.-B=FB (9.33)

Az A" matrixra alkalmazva a Krylov modszert nagy mértékben javul a kon-
vergencia. Persze a prekondicionédlashoz altaldban kellenek az A elemei, és
tipikusan szekvencialis miivelet, valamilyen kozelité dekompozici6 (incomp-
lete LU, ILU).

A Schwarz prekondicionélas megoldja a parhuzamositidst: minden pro-
cesszor gy prekondicionélja az A matrixot, mintha az csak a processzorhoz
tartozo racsrészen hatna.
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9.4. Multigrid

Az iterativ modszerek gyorsan megszabadulnak a kis hullimhossza hibatol,
de soké tart amig a globalis hibakat lecskkentik. Ezt hasznalja ki a multigrid
modszer. A multigrid modszerek lényege, hogy a lineéris egyenletrendszert
kiilonb6z6 racsfelbontasok mellett oldjuk meg. A racsok kozott finomito és
durvité interpolaciokkal adjuk at a megoldést. Igy minden szint a maga rovid
hulldmhosszi hibaito6l szabadul meg, ami az eredeti probléma Osszes hullam-
hosszat jelenti. A multigrid rendkiviil hatékony diagondlisan dominalt prob-
lémékra, ugyanakkor meglehetésen komplikalt. Nem lineéris problémékra is
alkalmazhato.

9.5. Pszeudo-tranziens modszer

Stacionarius problémék altaldban elliptikus egyenletet adnak. Ha ezt diszk-
retizaljuk, akkor egy (nem-linearis) egyenletrendszert kapunk, amit az eddig
targyalt egyenletrendszer megoldé algoritmusokkal lehet megoldani. Egy ma-
sik megkozelités, hogy az eredeti probléma helyett egy olyan idéfiiggd prob-
lémét oldunk meg, ami a stacionarius probléma megoldasahoz tart. Ez is
lényegében egy iterativ modszer, ahol az id6lépések veszik a4t az iteraciok

szerepét.
Példaul a PV 2V
T ] .34
0x? * 0y? (9.34)
elliptikus egyenlet helyett oldjuk meg a
oV 0?vV 0%V

parabolikus egyenletet. Példaul véges differencia modszerrel

ij?k_H = (1 - 48) jtlk + S(V}n_lyk + V;'T_LFL]C + V]?;Lk_1 + V;'T,Lk—e—l) (936)
aAt
= — 9.37
s e (9.37)
Nézziik meg mi a kapcsolat a pszeudotranziens modszer és a fentebb targyalt
iterativ modszerek kozott. Az eredeti elliptikus egyenletet véges differencia
modszerrel diszkretizilva

1 ) ) ) )
0= 2 (Viue + Viiis + Vi + Viker — 4V5%) (9.38)
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amibdl egy pentadiagonalis matrixot kapunk:

4= T (9.:39)

Ha erre a Jacobi médszert alkalmazzuk, akkor
n 1 n n n n
Vit = Z(V;'—l,lc + Ve + Viko1r + Vi) (9.40)

ami egybeesik a pszeudo-tranziens modszerrel s = 1/4 valasztas esetén.
Természetesen a pszeudo-tranziens modszert nem csak explicit véges dif-
ferencia modszerrel diszkretizalhatjuk, igy a klasszikus iterativ modszerekhez
képest rengeteg lehetségiink van.
Erre egy példa a lokalis id6lépés alkalmazésa: legyen az id6lépés minden-
hol akkora, amit a lokalis stabilitasi limit megenged. Az eredmény gyorsabb
konvergencia.



10. fejezet

Difliz16 egyenlet

Ebben a fejezetben a linearis parabolikus diffuzios egyenlet diszkretizéacioit

tekintjiik at. Az egyenlet altalanos formaja

T
%—t — divagrad?l =0

(10.1)

ahol T pl. a hémérséklet, és o > 0 a diffizios egyiitthato. Az egyszeriiség

kedvéért feltessziik, hogy o konstans.

10.1. 1 dimenziés difftizio egyenlet

Egy dimenzioban a difftiziés egyenlet a
or 0’T
—_— 0 =
ot 0x?

formaban irhato.

10.1.1. FTCS modszer
A legegyszertibb diszkretizacid

T;Hl = (1- 25)Tjn + S(Tjnﬂ + Tﬁl)
alt
Az?

S =

Taylor sorfejtéssel megkaphatjuk a diszkretizacios hibat

AT Az2 9T

= _ 2
E = 5 o2~ %12 Byl + O(At, Az?)

73

(10.2)

(10.3)
(10.4)

(10.5)
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Megjegyezziik, hogy s = 1/6 valasztassal a hiba O(At?, Az*)-re redukalodik
a parcialis derivaltak koti kapcsolat miatt.
A von Neumann stabilitasvizsgalat T' = (G)" exp(ikx;) helyettesitéssel

G =1—25+e*3% 4 e7*2% — 1 45sin®(kAz/2) (10.6)

amire |G| < 1, ha s < 1/2 stabilitasi feltétel adodik.

10.1.2. Richardson modszer

Probaljuk meg az idébeli diszkretizaciot masodrendiivé tenni

n+1 n—1 n n n
Ml RN S b ekl £ (10.7)
2A1 Ag?
I = T+ 2s(T) = 217 + 17 (10.8)

ami szimmetridbol kovetkezéen O(At?, Ax?) rendi. A stabilitasvizsgilatbol
1
G = i 8ssin®(kAx/2) (10.9)

Ez egy masodfoki egyenlet G-re. Ha bevezetjiik a b = 4ssin?(kAx/2) jels-
lést, akkor

Gl’g == —b + \Y b2 + 1 (1010)

amibdl |Go| > 1. Azaz a Richardson modszer a diffuzios egyenletre feltétel
nélkiil instabil.

10.1.3. DuFort-Frankel modszer

Probaljuk meg stabill4 tenni a Richardson moédszert:

n+1 n—1 n n—l ot n
O At N S Sl O S A R (10.11)

2At Az?
bl _ 1- 25Tn_1 2s
J 14+2s 7 1+2s

(I7 +Tf)  (1012)
A von Neumann vizsgalattal megmutathato, hogy ez a modszer feltétel nélkiil
stabil. A hiba tag azonban
At? 9°T
E=a——+O(At*, Az? 10.13
YAz 0 +O(At, Az ( )
ami csak akkor kicsi, ha At < Ax. Azaz nem a stabilitas, hanem a konzisz-
tencia koveteli meg a kicsi id6lépést.
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10.1.4. Teljesen implicit médszer

n+1 n n+1 n+1 n+1
) SN St L M (10.14)
At Ax?
T = (142870 — s(Tr + T (10.15)

Ez egy O(At, Az?) rendi feltétel nélkiil stabil diszkretizacio, hiszen

1

G =
1+ 4ssin?(kAz/2)

(10.16)

amibdl |G| < 1.

A kapott egyenletrendszerben egy tridiagonalis méatrix szerepel (—s,1 +
2s,—s) elemekkel a harom &atloban, igy a Thomas moédszerrel hatékonyan
meg lehet oldani.

10.1.5. Crank-Nicholson médszer

Az idGintegralas mésodrendiivé tehetd:

J+1
At 2 Ag? Ax?

Tj"“ -Tr o [Tr, —2T"+1Tr N Tjn_ﬁl - QTJ?H'l + Tl

il (10.17)

ami az n + 1/2 id6lépéshez képesti szimmetriabol kovetkezéen O(A#?, Ax?)
rendd. A stabilitasvizsgalatbol

_ 1 —2ssin®(kAz/2)

G =
1+ 2ssin®(kAz/2)

(10.18)

amibdl |G| < 1, ami feltétel nélkiil stabil. A megoldand6 egyenletrendszer
éppolyan bonyolult mint a teljesen implicit médszernél.

10.2. Tobb dimenziés difftiziés egyenlet

Két dimenziéban Descartes racson

or o0*T o0*T

formaban irhat6, ahol megengedtiik, hogy a difftizids egyiitthaté kiilonb6zzon
az x és y iranyokban.
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10.2.1. FTCS modszer

A legegyszertibb diszkretizacid

T']nlj_l = (1 =255 = 28,) T + s2(T 1+ Ti 1 p) + 8y (T pin + T1)
o, At

s, = oy At
Ay?

Taylor sorfejtéssel megkaphatjuk a diszkretizAcios hibat O(At, Ax?, Ay?). Ttt
méar altalaban nincs olyan specidlis valasztas s-re, ami a diszkretizaciot ma-
gasabbrendiivé tenné. A stabilitasvizsgalatot T = (G)" exp(ik,x + ikyy)
helyettesitéssel végezziik el, és az erGsitési faktor

G =1 — 4s, sin?(k,Az/2) — 4s, sin’(k,Ay/2) (10.21)

amibél |G| < 1 feltétele s, + s, < 1/2. Ez feleakkora mint 1 dimenziéban. 3
dimenzi6éban s, + s, + s, < 1 pedig harmadakkora.

10.2.2. Operator bontott FTCS
Oldjuk meg az x és y iranyu difftziés egyenletet valtakozva:
T = (I + AtagLy,)(I + Atoy, Ly, )T" (10.22)

ahol L,, és Ly, operatorok a 0%/0z* illetve 9*/0y* diszkretizaciéi, mig I
az identitas operator. Az operator bont4sbol szarmazo hiba At2-tel aranyos,
azaz a diszkretizaci6 rendje tovabbra is O(At, Az?). Ugyanakkor a stabilitési
limit egyszertien az = és az y iranyu egy dimenzids diszkretizaciok stabilitasi
limitjei, azaz s, < 1/2 és s, < 1/2. Az operatorbontott FTCS modszerben
tehat (s, = s, esetén) kétszer akkora id6lépés hasznalhatd, mint az eredeti 2
dimenziés FTCS moédszerben.

10.2.3. Implicit médszerek

A diffizios egyenlet implicit diszkretizacioja konnyen altalanosithatoé 2 vagy
3 dimenzibra:
Tn—|—1 _Tn
At
ahol 8 = 1 az O(At, Az?, Ay?) rendti teljesen implicit moédszert, mig § = 1/2
a térben és id6ben masod O(A#?, Az?, Ay?) rendii Crank-Nicholson modszert
adja. A diszkretizacio § > 1/2 esetén feltétel nélkiil stabil.

= [0 Las + 0y Ly ] [(1 = B)T™ + BT™H] (10.23)
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A fenti implicit diszkretizacié atrendezhetd
[T — AtB(Qg Ly + y Ly )| AT™ ! = At(ay Lyy + 0ty Ly )T" (10.24)

alakra, ahol az ismeretlen AT™*! = T"*! —T™ Ebben az egyenletrendszer-
ben egy pentadiagonalis matrix szerepel az L, és L,, operatorok miatt. Az
egyenletrendszert a kordbban targyalt iterativ modszerekkel meg lehet ugyan
oldani, de ez mindenképpen elég koltséges.

10.2.4. Valtakoz6 irAnyban implicit médszer

A pentadiagonélis matrix invertalasat a valtakozo iranyban implicit (alter-
nating direction implicit, ADI) modszer ugy keriili el, hogy az id6lépést két
féllépésre bontjuk: az els§ féllépésben az x, a méasodikban az y iranyban
implicit a diszkretizacio:
Tn+1/2 —_Tn

Ai2 = ;L T""? + L, T" (10.25)
Tn+1 o Tn+1/2
ALz = a,L,T""? + L, T (10.26)

Mindkét féllepésben egy egyenletrendszert kell megoldanunk a 77+/2 illetve
T™ ! ismeretlenekre, azonban a matrix mindkét esetben tridiagonalis lesz,
igy az egyenletrendszereket a Thomas algoritmussal hatékonyan meg tudjuk
oldani. Az ADI algoritmus térben és id6ben masodrendii. Az id6ben méasod-
rendii pontossag a (t, + t,+1)/2 id6pont koriili szimmetriabol kovetkezik. A
stabilitasvizsgélatbol az erdsitési faktorra

1 — 2s, sin®(k,Ay/2)] [1 — 25, sin®(k,Az/2)
1+ 2s, sin2(kmAx/2)] ll + 28, sin® (k, Ay /2)
adodik, amibdl |G| < 1, azaz az ADI modszer két dimenzioban feltétel nélkiil
stabil. Itt az egyes féllépések erdsitési faktora |G'| illetve |G”| lehet egynél
nagyobb, de a teljes 1épés stabil marad.

Az ADI moédszer harom dimenziora is altalanosithat6: a hdrom harmadlé-
pésben az z, y, majd z irAnyban implicit, a méasik két irAnyban explicit diszk-
retizaciot hasznalunk. Ez is O(A#?, Az?, Ay?) rendi diszkretizacio, azonban
a stabilitds méar nem feltétel nélkiili, ugyanis példaul az els6 harmad 1épés
erdsitési faktora
1 —(4/3)sysin®(k,Ay/2) — (4/3)s,sin’(k,Az/2)
B 1+ (4/3)s, sin?(k,Ax/2)
amibdl lathato, hogy a |G'| < 1 feltétele sz, sy, s, < 3/2 lesz, és ugyanexzt

kapjuk a mésodik és harmadik részlépés erGsitési faktorara is, igy a teljes
G = G'G"G"-re is.

G=GG" = (10.27)

GI

(10.28)
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10.2.5. Implicit kozelité faktorizacio

Az explicit id6lépésnél hasznalt operator bontas az implicit idGintegralasra is
hasznalhat6. Itt nem a stabilitasi tartomany névelése, hanem a megoldandd
egyenletrendszer egyszertisitése a cél: az eredeti implicit diszkretizaciéban
szereplé pentadiagonéalis méatrixot két tridiagondlis matrix szorzataval koze-
litjiik:

[I — AtBayLyg] [I — AtBoy Ly, AT™ ™ = At(ap Ly + gLy, )T"  (10.29)
Ezt az egyenletrendszert két 1épésben oldjuk meg

[[ — AtBay Ly ] AT* = At(agLyy + ayLy,)T" (10.30)
[I — AtBay Ly, | AT = AT* (10.31)

Mindkét 1épésben egy tridiagonélis matrix szerepel, igy az egyenletrendszerek
hatékonyan megoldhatoak a Thomas algoritmussal. Az operatorbontasbol
szarmaz6 extra tag At2AT" l-gyel aranyos. Mivel AT™*! maga is aranyos
az id6lépéssel, az 1j tag harmadrendd hibat okoz. Igy 8 = 1/2-re a modszer
O(At?, Ax?, Ay?) rendii akarcsak az eredeti Crank-Nicholson diszkretizacio.
A stabilitasvizsgalat azt mutatja, hogy az operatorbontott diszkretizacio fel-
tétel nélkiil stabil 5 > 1/2 esetén.

Az operatorbontasos eljaras kénnyen &ltalanosithaté 3 dimenziora, és —
ellentétben az ADI modszerrel — tovabbra is feltétel nélkiil stabil marad 5 >
1/2-re.



11. fejezet

Konvekci6 dominalt problémak

A numerikus hidrodinamikaban az dramlassal kapcsolatos tagok diszkretiza-
lasa az egyik legnehezebb probléma. Szemben a diffizios tagokkal, melyek
a megoldast — és igy a diszkretizaciés hibdkat is — kisimitjék, a konvekcios
tagok a hullamokat amplitid6 csdkkenés nélkiil tovabbitjak. A diszkretiza-
cios hibak tehat amplitudoé és diszperzios hibaként 1épnek fel. Ezek egyiittes
minimalizalasa nem konnyii feladat.

11.1. 1 dimenzids linearis konvekcids egyenlet

oT oT
o TUa =0 (11.1)

Ez lényegében hiperbolikus PDE-ként viselkedik, hiszen a hulldmok disszipé-
ciomentesen véges sebességgel terjednek.

11.1.1. FTCS mobdszer

Trtl _n " TN
J J Jj+1 j=1
=0 11.2
At VT oAz (11.2)
ami atirhato o
TjnH =15 - 5(7}7:—1 - Tgnq) (11.3)
alakra, ahol
At
C=v— 114
VAL (11.4)
a Courant szadm. Ennek stabilitasvizsgalata
o .
G =1— —(e*2" — ¢7*4%) = | _jC'sin(kAx) (11.5)

2
ami |G| > 1 miatt feltétel nélkiil instabil.

79
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11.2. Aramlasiranyt/upwind médszer

Az FTCS moédszer instabilitasdt meg lehet sziintetni, ha a diszkrét térbeli
derivaltat centralis helyett féloldalas derivalttal helyettesitjiik:

n+1 n n n
T T T

J = 11.
Al + v N 0 (11.6)

ami atirhato
T =01-0)1}+CT}, (11.7)

Ez a képlet csak pozitiv sebességre jo, negativ elGjeld v esetén a mésik oldali
derivaltat kell venni

7 = (1~ |C)T} + O, (118)
A stabilitasvizsgalatbol
G =1—|C|+|C|etkae (11.9)

Ha |C] < 1 akkor |G| < 1, azaz az dramlasiranyd modszer feltételesen stabil.

A
At
= |l— < 1 11.1
O] = ol < (11.10)

stabilitasi feltételt Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) feltételnek hivjuk. Alta-
laban a hiperbolikus PDE hullAmai egy id6lépés alatt nem halad-
hatnak t6bbet, mint a numerikus moédszer tartdja.
A diszkretizéacios hiba O(At, Azx) rendd, illetve a 0°T/0t* = v?0°T /x>
Osszefiiggés felhasznalasaval
1 0’T

vAz(l - C)— (11.11)

E‘ —
02

2
alakra hozhato. A hiba tehat diffuziés tag alakd, ami a hullimok ampli-
tidocsokkenését eredményezi. A C' = 1 vilasztas esetén az aramlasiranyi
modszer egzakttd valik, de ez csak konstans v esetén all fenn, bonyolultabb
egyenletre nem alkalmazhato.

11.2.1. Leapfrog médszer

Egy id6ben masodrendii médszert kapunk, ha az id6derivaltat is centralisan
diszkretizaljuk:

n+l _ pn—1 n
I -1 T

TR -Th
2At 2Ax

=0 (11.12)
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Ez nyilvanvaloan O(At?, Az?) rend modszer. A konkrét algoritmus

=T - (T}, — T)) (11.13)
aminek a stabilitasvizsgélata
G = é — 2iC'sin(kAx) (11.14)
egyenletet adja. Ennek gyokei
Gy = —iCsin(kAz) + /1 — C?sin®(kAz) (11.15)

Ebbdl |G| =1 ha |[C| <1, és |G| > 1 ha |C| > 1, azaz a leapfrog modszer
feltételesen stabil, és ugyanannak a CFL stabilitas feltételnek kell eleget ten-
nie mint az upwind moédszernek. A leapfrog médszer amplitido hibaja nulla,
csak diszperzios hiba 1ép fel.

Sajnos a leapfrog modszer egyik hatranya, hogy a paros és paratlan ko-
ordinitaju téridé racspontok szétcsatolédnak. Ez kiilonésen nem linearis
egyenleteknél probléma. Szokas id6nkénti 4tlagolassal kikiiszobolni ezt a hi-
bat.

11.2.2. Lax-Wendroff médszer

Id6ben méasodrendii diszkretizaciot ugy is kaphatunk, ha a féloldalas (forward
in time) id6derivalt Taylor sordban 1évé mésodrendii hiba tagot kiejtjiik:
n+1 n n+1 n
or 17T -1 Ato*T T —Tj_ 2&82_T

or _ _atol 11.1
ot Al 2 o Al Uy o2 (11.16)

Az idgderivaltat atirtuk térbeli derivaltra. Ha ezt centralis differencilassal
diszkretizaljuk, akkor

G =T S - T+

Konstrukci6jabol eredéen a Lax-Wendroff modszer O(At?, Az?) rendd. Meg-
lep6 modon stabilitésa is sokkal kedvezbb, mint az FTCS modszeré:

(T, =207 +T70)  (1147)

G =1—iCsin(kAx) — C*(1 — cos(kAx)) (11.18)

ami a komplex szamsikon egy (1 — C?,0) kozépponti a = C? és b = C
féltengelyti ellipszis. Az erdsitési faktor abszoliutérték négyzete

|G|? = (1-C*(1—cos(kAz)))?+C?sin®(kAx) = 1—(C?—C*)(1—cos(kAz))?
(11.19)
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Mint lathatoro |G| < 1, ha |C] < 1, azaz a Lax-Wendroff modszer feltételesen
stabil.

Bonyolultabb egyenletek esetén az idébeli méasodik derivalt nem jatsz-
haté at egyszertien térbeli derivaltra. Ilyenkor a két lépéses Lax-Wendroff
modszert hasznaljuk:

" +7T" C
n+1/2 +1 n n
Tj+1/2 = - 9 - 5(Tj+1 B TJ )
n n n+1/2 n+1/2
T = T - O = T (11.20)

Az els§ 1épés egy FTCS tipusu diszkretizacié ami atlagolast tartalmaz a pa-
ros és paratlan csomopontok kézott, mig a masodik 1épés a leapfrog modszer
térben és idGben felére zsugoritott valtozata. Az elsd egyenletet a masodikba
helyettesitve az egy lépéses Lax-Wendroff médszert kapjuk meg. Bonyolul-
tabb egyenletekre azonban a kétlépéses modszer adja az egyszertibb diszk-
retizaciot. Erdekes megjegyezni, hogy ebben a formajaban a Lax-Wendroff
modszer nyilvanvaléan konzervativ diszkretizacio.

Bonyolult racsokon nem konnyt a j &+ 1/2 indext racspontok meghataro-
zasa.

11.2.3. MacCormack modszer

A MacCormack modszer linedris konvekcios egyenletre ekvivalens a a Lax-
Wendroftf médszerrel, azonban bonyolultabb egyenletekre a két modszer més
diszkretizaciohoz vezet. A MacCormack modszerben az elsé lépés az up-
wind modszerhez hasonléan féloldalas térbeli derivaltat hasznal, a mésodik
lépésben pedig az els6 lépésben kapott megoldast hasznalva a méasik irdnyua
derivaltat képezziik, és a két részeredményt atlagoljuk:

T, = I} -C(I} -1T},) (11.21)

1 T

Tn—l—l _ Tn T* T* *
J - 5[9"" j = O~ j)] (11.22)

Ennek a két 1épéses modszernek elénye a két 1épéses Lax-Wendroft diszkre-
tizacioval szemben, hogy csak az eredeti racson kell a a térbeli derivaltakat
kiértékelni.

11.2.4. Crank-Nicholson médszer

A konvekcids egyenlet egyik lehetséges implicit diszkretizicidja a Crank-
Nicholson moédszer:
+1 n
Tjn _ T9 + Y (T, —
At 4Az It

T+ T =T ) =0 (11.23)
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Hullam (nx= 50)

1.5F .

OO P | R | | R I (|

it= 0,time=  0.0000

11.1. abra. A félhullam konvekci6janak kezdeti feltétele.

Ez egy tridiagonélis matrixot tartalmazé linearis egyenletrendszer 7" !-re
nézve, amit a Thomas modszerrel hatékonyan meg lehet oldani. A modszer
id6ben és térben méasodrendi. A stabilitas vizsgalatbol az erdsitési faktor

_ 1—14(C/2)sin(kAx)

¢ = 1+1i(C/2)sin(kAx)

(11.24)

amibdl |G| = 1, azaz a Crank-Nicholson moédszer feltétel nélkiil stabil. Sét,
az is megallapithato, hogy nincs amplitidé hiba, hiszen az erdsitési faktor
abszolutértéke 1.

11.3. Félhullam konvekci6ja

Ebben a részben megnézziik, hogy a fent targyalt moédszerek mennyire mi-
kodnek jol a gyakorlatban.

11.3.1. Kezdeti feltétel
A kezdeti feltétel

(z) = { 1+ 0.3sin[0.17(x — 10)] ha 10 < x < 20 (11.25)

1 egyébként
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a 0 < z < 50 szamitasi tartoméanyban, amit a 11.1. dbra mutat. A hatarfel-
tételek periodikusak. A sebesség v = 2, igy t = 25-re a hullamnak vissza kell
térnie a kezdeti pozicioba.
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11.3.2. Megoldas FTCS moédszerrel

Hullam (nx= 50)

100 [T 3

100k e e e e y

it= 126, ime=  25.000
11.2. 4bra. FTCS moébdszer

Az FTCS modszer At = 0.2 értékkel a 11.2 abran lathat6 ,eredményt”
adja, ami a modszer numerikus instabilitdsat mutatja. Az modszer barmilyen
kicsi (pozitiv) id6lépésre is instabil.
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11.3.3. Megoldas upwind médszerrel

Hullam (nx= 50)

1.5‘,\ ““““““““““““““““““““““““ A

OO P R | I | I | I | I |

it= 63,time= 25.000

11.3. abra. Upwind modszer

A At = 0.4 esetén a Courant szam C' = 0.8 és igy a megoldas stabil.
Az els6rendii modszer a 11.3 4bran lathaté meglehetGsen diffiziv eredményt
adja, ami kovetkezik abbol is, hogy az erdsitési tényezs |G| < 1. At = 0.5
esetén C' =1 és |G| = 1, azaz a megoldas stabil, és nincs diffuzi6. Ebben a
specialis esetben a megoldés egzakt, minden id6lépésben egy racsszélességgel
halad jobbra. Végiil At = 0.51 esetén |G| > 1 és a megoldas instabilla vé-
lik, hasonl6 ereménnyel mint az FTCS moddszerrel kapott 11.2 4bran lathato
,mnegoldas”.
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11.3.4. Megoldas implicit idSintegralassal

Hullam (nx= 51)

rho
f‘.5‘,\““““‘““““‘““““‘\““““‘“““““““““,
g
1.0 =
05 =
O.O\7‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘7
0 10 20 30 40 50 60

rho
it= 24, time= 24.000

11.4. dbra. Id&ben elsérendii implicit modszer

87

Az implicit modszer feltétel nélkiil stabil, igy At = 1-t valaszthatunk idé-
lépésnek, ami C' = 2-nek felel meg. Az abran lathaté megoldas amplitidoja
rendkiviil lecs6kkent. A numerikus difftizioét az idében els6rendd modszer és

a nagy id6lépés kombinacioja okozza.



Toth Gabor: Szamitogépes modellezés 88
11.3.5. Megoldas Crank-Nicholson médszerrel

Hullam (nx= 50)

rho
1.5 A B U A
1.0 M
0.5 T
OO0t [ [ [ [ T
0 10 20 50 40 50

it= 25, time= 25.000

11.5. 4bra. Trapéz mddszer a hullam problémara

A masodrendi trapéz modszerrel kapott megoldasban az amplitidé hiba
kisebb, de er6s diszperzios hibat lathatunk.
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11.3.6. Megoldas Lax-Wendroff/MacCormack mé6dszer-
rel

Hullam (nx= 50)

f‘.5‘,\ 7

0.5 T

OO P R | I | I | I | I |

it=_ 63, time=  25.000
11.6. 4bra. MacCormack moédszer a hullam problémaéra
A masodrendi explicit Lax-Wendroff/MacCormack moédszerrel kapott

megoldas elég pontos. A hullam el6tt a siirtiség kis mértékben a kezdeti
minimalis érték ala siillyed.

11.4. 1 dimenziés transzport egyenlet

or or 0°T

E + U% — w =
Ez egy parabolikus PDE. Erdemes bevezetni a diffiizios és konvekcios tag
viszonyéat jellemz§ ,cella Reynolds szdmot"

(11.26)

C v|Azx
Rcell:u:| |

" (11.27)

11.4.1. FTCS

A stabilités feltétele
C?<25<1 (11.28)
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ami azt jelenti, hogy a fizikai diffuzi6 stabilizalja a konvektiv tag instabili-
tasat, ha C? < 2s. Azonban a diszkretizicios hiba tag analizisébdl kideriil,
hogy a numerikus diffizi6 csak akkor lesz elhanyagolhat a fizikai diffaziohoz
képest, ha

C? <« 2s  azaz Reenn < % (11.29)
11.4.2. Richardson/leapfrog méodszer

Feltétel nélkiil instabil, kivéve ha nincs diffazio, azaz s = 0.

11.4.3. DuFort-Frankel modszer

A stabilitas feltétele a CFL feltétel, azaz |C| < 1, a diffuzios tag s bArmekkora
lehet. Ugyanakkor a pontossag megkoveteli, hogy C? < 1 legyen.

11.4.4. Aramlasoldali médszer

Stabilitas:
IC|+2s<1 (11.30)
Pontossag:
Reey < -— = 11.31
n << 1 _ |C‘ ( )
11.4.5. Lax-Wendroff
Stabilitas:
C?+2s<1 (11.32)
Oszcillaciomentesség:
Reent < 2 (11.33)

11.4.6. Crank-Nicholson

Feltétel nélkiil stabil, de
Rcell S 2 (1134)

az oszcillaicidmentesség feltétele.
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11.5. 2 dimenzidés transzport egyenlet

A tébb dimenzids transzport egyenlet nem sokkal bonyolultabb az 1 dimen-
ziosnal, lényegében csak az implicit modszerek valnak sokkal koltségesebbé.
Itt is lehet operator bontast hasznalni: ADI illetve kozelité faktorizacio.



12. fejezet

Teljes Variaciot Csokkentd
modszerek

Mint az el6z6 fejezet szimuléacidibol kideriilt, a hagyoméanyos lineéris diszkre-
tizacios modszerek elég rosszul miikodnek a konvekcids egyenletre, és altala-
ban a hiperbolikus PDE-kre. Az els6 rend{i médszerek nagy amplitiidé hibat
okoznak, mig a masodrendi modszerek nagy részénél a fizis hiba miatt lesz a
numerikus megoldas pontatlan. Még a viszonylag elfogadhato eredményt ado
Lax-Wendroff/MacCormack modszer is kisebb numerikus oszcillaciot produ-
kalt a fizikai hullim megoldasban. Nemlinearis egyenletekre pedig még a
Lax-Wendroff és MacCormack modszerek is nagyon gyengén miikodnek.

12.1. Teljes Variacio

Olyan modszereket keresiink, melyek a PDE analitikus megoldasainak bizo-
nyos tulajdonsigait diszkrét értelemben is megorzik, és ezaltal a numerikus
megoldés pontosabb lesz. Az egyik leghasznosabb ilyen tulajdonsag az, hogy
a teljes variacié idében el6re haladva nem né.

12.1.1. Teljes variaci6 definicigja
A teljes variacié matematikai definicidja a kovetkezd
N-1
TV(U) =sup Y- [U(01) = Ula;)| (12.1)

j=1

ahol 0 < 1 <29 < ... < ay < L egy tetszlegesen valasztott pont halmaz
a [0, L] szamitasi tartoméanyon beliil. A szuprémumot az Gsszes lehetséges

92
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ponthalmazra vessziik. A teljes variacio az egymast kovetd extrémumok ko-
zOtti kiillonbségek abszolutértékének Gsszege. Differencialhato U(x) fiiggvény
esetén

L
TV(U) = / U ()| da (12.2)
0
A diszkretizalt megoldasra a teljes variacié definicioja

n
‘ J+1 _Uj

(12.3)
Két dimenzioéra is altalanosithato a teljes variacié definicidja

Lo Ly
TV (U) = hmsup / Uz +€,y) — Ul(z,y)|dzdy

e—0

Lw Ly
+ hmsup / Ulx,y+e)—Ul(z,y)|dedy (12.4)
€

e—0

ami differencialhato fliggvényekre nyilvan
0= L%

Ez a definici6 szintén konnyen atvihets a diszkretizalt megoldésra:

‘— dzxdy (12.5)

—1M-1

Z_J Z (@jr1e) = Uip)| + U (xj41) — Ulzie)|  (12.6)

12.1.2. Teljes variacié csokkenése

.....

nem nd, azaz
TV (U(.,tg)) <TV (U(.,11)) ha 1, >t (12.7)

Ha a diszkretizalt megoldas is teljesiti ezt a feltételt, azaz
TV U™ <TV(U") (12.8)

ami példaul 1 dimenziéban tgy irhat6, hogy

(12.9)

n+1 n+1 77N
: ‘UHI Uj ‘ < ‘ Jj+1 Uj
J

akkor a diszkretizaciot teljes varidciét cs6kkents (TVD, total variation
diminishing) mddszernek nevezziik.



Toth Gabor: Szamitogépes modellezés 94

12.1.3. Tételek TVD modszerekre

Korabban lattuk, hogy nemlineéris egyenletekre illetve gyenge megoldasokra
Lax ekvivalencia tétele nem alkalmazhat6, azaz a konzisztenciabol és a line-
aris stabilitasbol nem kovetkezik a nemlinearis stabilitds. A Lax-Wendroff
tétel is csak annyit mond ki, hogy ha a konzervativ médszer konvergal, ak-
kor az helyes gyenge megoldashoz konvergal. TVD modszerekre ennél sokkal
tobbet mondhatunk: Ha egy diszkretizacié konzervativ, konzisztens
és TVD, akkor az konvergens, és j6 gyenge megoldashoz konvergal.

Mivel a TVD tulajdonsag nem konnyen bizonyithaté, érdemes néhany
egyszertibb tulajdonsagot bevezetni, melyek a TVD tulajdonsaggal kapcso-
latosak.

Kezdjiik a monoton moédszerek definiciojaval. Hiperbolikus PDE-k
gyenge megoldésai koziil az tgynevezett entropia megoldasokra igaz a mo-
noton tulajdonsag, azaz hogy ha V(z,0) > U(z,0) minden z-re, akkor
V(z,t) > U(x,t) minden z-re és t-re. A diszkretizaci6 monoton tulajdon-
sagu, ha igaz ra, hogy ha V) > U} minden j-re, akkor V" > U} minden j-re
és n-re. A monotonitasnak egy konnyen ellenérizhet6 sziikséges és elégséges
feltétele, ha be tudjuk latni, hogy 8U}L+1/8Ui” > 0. Ekkor ugyanis ha barme-
lyik racspontban noveljiik U*-t, akkor a kovetkezs lépésben U J-”H is nagyobb
lesz, azaz ha az n-dik 1épésben a megoldast mindenhol nagyobbra valtoztat-
juk, akkor az n + 1-dik lépésben is nagyobb lesz. Példaul az aramlasiranyt
derivaltat hasznal6 upwind modszerre

T =Q1-0)T1}+CT), (12.10)

mindkét egyiitthato pozitiv, ha 1 > C > 0, azaz a mdédszer monoton.

Masodszor definidljuk a monotonitas megs6rzését, ami hiperbolikus
PDE-k gyenge megoldéasaira altalaban igaz: ha U(z,0) egy monoton fiigg-
vény, akkor U(z,t) is az lesz. Ennek diszkrét megfelelGje: ha U, > U?
minden j-re, akkor Uy, > U} minden j-re és n-re. A monotonitast meg6rz8
modszerek nem keltenek numerikus oszcillacidkat.

A monoton, TVD, és monotonitast megdérzé modszerek kozott fennallnak
a kovetkezd kapcsolatok:

e A TVD modszerek megérzik a megoldds monotonitasat.
e A monoton modszerek egyben TVD tulajdonsiguak is.

Mivel a diszkretizacié monoton voltat viszonylag kénnyt ellenérizni, remél-
hetnénk, hogy igy megfelel6 TVD moddszereket konstrualhatunk. Azonban
figyelembe kell venni a kovetkezd megszorito tételeket is
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e Csak els§ rendd moédszerek lehetnek monotonak

e Lineéris és monotonitast megérz6 modszerek monotonak, és igy csak
els6 rendtiek lehetnek

e A TVD modszerek pontossidga lokalis extrémumnal csak elsé rendi
e 2 dimenziés TVD moddszerek csak elsérendtiek lehetnek

Ebbél kovetkezik, hogy 1 dimenzidéban csak nem line4ris médszer lehet ma-
sodrendti és TVD, két dimenzidéban pedig egyaltalan nem létezik méasodrendii
TVD modszer. Szerencsére az 1 dimenziés méasodrendd TVD mobdszerek 2
dimenziés masodrendii dltalanositasai meglehetdsen jol miikodnek, annak el-
lenére, hogy nem egzaktul TVD modszerek.

12.2. Magasabb rendt TVD moédszerek

A magasabbrend TVD moddszerek bevezetését az egy dimenzios linearis kon-
vekcios egyenlet

oUu oU
— o =0 (12.11)

diszkretizaciojaval kezdjiik, s6t elGszor azt is feltessziik, hogy v > 0. KésGbb
altalanositjuk a moédszereket tetszéleges u-ra, nem linearis skalar egyenletre,
egyenletrendszerre, és tobb dimenziora.

12.2.1. Fluxus limitalt modszer linearis konvekciora

Harten tétele, kimondja, hogy ha a modszer felirhatd

UMt = U} — ¢; 1 (U} = U} ) +d;(UF,, — UY) (12.12)
alakban, és igaz az egyiitthatokra, hogy c;,d; > 0 valamint ¢; +d; < 1, akkor
a modszer TVD tulajdonsagta. Fontos megjegyezni, hogy a c és d egyiitthatok
tetszéleges fliggvényei U-nak, fiigghetnek tobb racspontbeli értéktsl is. Ezt
a tételt viszonylag konnyi bizonyitani az

ﬁﬁl - U;LH = (1—¢;—d;)( ]n—I—l - U]n) +dj+1(U]n—|—2 - ;L+1) + Cj—l(Ugn - U]n—l)

(12.13)

egyenlGségbdl. A bal oldal abszolut értéke kisebb lesz mint a jobb oldalon
allé tagok abszolit értékeinek Gsszege

Ui = U7 < (1 —¢ = d))|Uy = Uf
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+ej-|Uf = ULy

+dj+1|Ugn+2 - an+1| (12-14)
S | ]—1—1 |

+¢j-1|Uf = Ujy| - Cj‘an+1 - U7

—l—dj+1|U]”+2 - Ugn+1| d;| U} J+1 an| (12.15)

ahol az els6 egyenl6tlenségnél kihasznaltuk, hogy az egyiitthatok mind poziti-
vak, utana pedig felbontottuk az (1—c;—d;) zardjelet. Ha az egyenlStlenséget
felosszegezziik j-re, akkor

Z\U]"jf U”+1\<Z\ .= U (12.16)

ami éppen a TVD feltétel. Itt felhasznaltuk, hogy a tobbi 6sszegek kiesnek,
mivel csak egy-egy index eltolassal kiilonb6znek egymastol.
A konvekcids egyenletet upwind moddszerrel diszkretizalva

uptt =Up - C(U7 - U7y) (12.17)

ahol C' = vAt/Ax a Courant szam. A Harten féle alakkal 6sszehasonlitva, az
egylitthatokra c;_; = C-t és d; = 0-t kapunk. Ha v > 0 és a CFL feltételnek
eleget tesziink, azaz 0 < C' < 1, akkor teljesitettiik Harten osszes feltételét,
azaz az upwind modszer TVD, viszont csak elsérendi.

Irjuk fel a Lax-Wendroff médszert a konvekcios egyenletre

C C?

uptt =Up - 5 — (U}, = U} ) + 7(U]’-’+1 — 20} + U} ) (12.18)

Ezt atirhatjuk az upwind fluxus és egy korrekciés tag Gsszegére

J J

1
Ut = Uf = C(U} = Uj) = 5O = O) Uy = 207 +Uf,) - (12.19)

Ha ezt konzervativ moédon fluxusok kiilonbségeként irjuk fel, azaz

n . At .
Uj = = Uj A:E( T2 = Fili)a) (12.20)
akkor a numerikus fluxus
n n ]- n
Firpe = 0Uf + 501 = O) (U = Uf) (12.21)

Itt az els6 tag az upwind fluxus, a méasodik a korrekcid, ami Lax-Wendroff
fluxusra egésziti ki. A korrekcios tag limitalasat a ¢ fluxus limiterrel végez-
ziik: 1

Fip=oUf + 5”(1 = C)Ujt1 = Uj)pjr1/2 (12.22)
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Ha ¢ = 0 akkor az elsérendii upwind fluxust kapjuk, ha pedig ¢ = 1, akkor
a masodrendd Lax-Wendroff fluxust. Ha ezt visszairjuk a konzervativ diszk-
retizacioba, akkor az atirhaté a Harten féle alakba a kovetkezd definiciokkal

Uir1 = Uj) = ¢j—12(U; — Uj—1)
Uj — Ujfl
4 = 0 (12.23)

1 .
¢ = C+5(1-0C)C Pyti/al

Ha 0 < ¢; <1 akkor teljesitettiik Harten feltételeit, és a modszer TVD lesz.
Vezessiik be a meredekségek hanyadosat

Uj — Uj_l

04172 = A (12.24)

a CFL stabilitas feltétel alapjan feltehetjiik, hogy C' < 1, tovabba u > 0
miatt C' > 0, igy a 0 < ¢; <1 feltételbol

—2 Bj+1/2 2
< — i < = 12.25
1-C — 0j+1/2 qu 1= ( )

C

egyenlGtlenségeket kapunk. Célszert ¢;;1/o-t mint 6,1/, fiiggvényét defini-
alni, hiszen, akkor érdemes a maéasodrendii Lax-Wendroff fluxust hasznalni,
ha a megoldas sima, azaz 6 =~ 1, mig az els6rendd upwind fluxust ott érdemes
hasznélni, ahol 6 tavol van 1-t6l. Fiigghetne tovabba ¢ a C' értékétdl is, de a
gyakorlatban kideriilt, hogy az igy nyert limitalo fiiggvények nem kiilonoseb-
ben jobbak, mint az egyszeriibb csak #-tol fiiggéek. Tegyiik fel tehat, hogy
@j41/2 csak 0;,1/2-t61 fiigg. Ebben az esetben 0 < C' < 1 miatt a kovetkezs
C értekétol fiiggetlen feltételt kell kielégiteni

<2 (12.26)

Ahol a meredekség elGjelet valt, azaz lokélis extrémum van, ott érdemes az
upwind modszert hasznalni, azaz ¢(f) = 0 ha § < 0. Pozitiv #-ra pedig
elegendd a kovetkez§ feltételeket teljesiteni:

¢(0)
9
hiszen igy a két pozitiv tag kiilonbségének abszolut értéke biztosan ketténél
kisebb lesz. Tovéabbi feltétel, hogy ¢#(1) = 1, azaz ha a meredekség nem
valtozik, akkor a Lax-Wendroff fluxust kell venni, kiilonben a modszer nem
lesz mésodrendii.
Szamos olyan fliggvény van, ami ezeket a feltételeket teljesiti. A gyakor-
latban sokat hasznaljék a kovetkezd fluxus limitalo fiiggvényeket:

0< #(0) < 2 (12.27)
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e minmod: ¢(f) = max(0, min(1,6))
e MC: #(0) = max(0, min(2, 20, (# + 1)/2))
e superbee: ¢(0) = max(0, min(1,20), min(0, 2))

e beta: ¢(#) = max(0, min(1, 56), min(6, 3))
e van Leer: ¢(8) = (10| +6)/(|0] + 1)

A minmod limiter a legdiffizivabb, mert ¢-t a lehetd legkisebbre valasztja,
azaz az els6rendd upwind fluxust preferdlja. Az MC (monoton centralis)
limiter sokkal kevésbé diffiziv, mig a superbee mindenhol a maximélis ¢-
t hasznélja, ami viszont a megoldas tilzottan sarkossi valasihoz vezethet.
A beta limiterben vagy egy szabad parameter 1 < g < 2. A =1a
minmod limitert, a § = 2 a superbee limitert adja. Az utols6 van Leer
limiter el6nye, hogy differencidlhaté, ami egyensilyi megoldas keresésénél
javitja a konvergencia esélyét.

12.2.2. Fluxus limitalt modszer Altalanositasa

Ha a v sebesség irdnya tetszéGleges, akkor az upwind modszert az

U; = Ui — E(Ujﬂ —Ui )+ ‘2—|(Uj+1 — 207 + Ujy) (12.28)

alakban frhatjuk fel, amihez az

upwin v |U|
quli)l/;l = §(Uj +Ujt1) — ?(Ujﬂ -Uj) (12.29)

numerikus fluxus tartozik. A fluxus limitalt Lax-Wendroff fluxus ebbél

wind v
Fjiipp=Fi70 + 5 80(C) = C)(Uj1 = Uj)dja2 (12.30)
ahol az sgn fiiggvény +1 pozitiv és —1 negativ argumentumokra. Felhasznal-
tuk, hogy C' és v elGjele azonos, igy vsgn(C') = |v|. A ¢;41/2 limitert most is
a 0;,1/2 meredekség hanyadosaként irjuk fel, csakhogy most az upwind irany
szerint valasztjuk a két meredekséget

Ujl+1 - Ujl

0j+1/2 = Uj+1 — Uj ahol jl = ] - sgn(C’) (1231)

Ha C > 0, akkor j' = j — 1 és a korabbi definiciét kapjuk.
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12.2.3. Meredekség limitalt médszerek

Ezek a moédszerek Godunov elsérendi modszerén alapulnak, mely az alabbi
lépésekbdl all

e Tekintsiik a megoldast konstansnak minden cellaban

e Oldjuk meg a cellahatarokon fellépé Riemann problémaéakat

o Atlagoljuk ki a megoldast minden cellara

A Riemann probléma kezdeti feltétele egy lépcsGs fiiggvény, és ennek id6-
fejlédését kivanjuk meghatarozni. Konvekciés egyenlet esetén ez a 1épcsd v
sebességgel fog haladni. Hidrodinamikaban a kezdeti szakadasboél egy 16kés-
hullam, egy kontakt szakadéasi feliilet és egy tagulasi hullam keletkezik, és ez
analitikusan egzaktul kiszamithat6. Magnetohidrodinamikdban még bonyo-
lultabb a helyzet, analitikusan mar nem is lehet megoldani.

Godunov médszerérsl konnytd bel4tni, hogy TVD: az els6 lépésben, ami-
kor a diszkrét megoldast cellanként konstans fiiggvénnyel helyettesitjiik, a
teljes variacio nem valtozik. A méasodik lépésben a hiperbolikus PDE egzakt
megoldasat szamitjuk ki, ami szintén nem néveli a teljes varidciot. Végiil
a harmadik 1épés atlagolasa szintén nem noévelheti az extrémumokat, azaz
a teljes varidciéo ekkor sem ng. Az elsé lépésben vett cellanként konstans
kozelités miatt azonban a Godunov moédszer csak elsérendf.

Megmutatjuk, hogy linearis konvekcios egyenletre a Godunov mobdszer
azonos az upwind modszerrel. A 2. és 3. 1épést helyettesithetjiik azzal, hogy
At ideig integraljuk az egyes cellakba be- és kidraml6 egzakt fluxusokat, és
ezzel az értékkel véaltoztatjuk Up-t. A konvekcios egyenletre az egzakt fluxus
az aramlasiranybdl vett U szorozva a v sebességgel. Ha pl. v > 0, akkor a
j — 1/2 hataron a j-dik cellaba AtvU;_; aramlik be, és a j 4+ 1/2 hataron
AtvU; aramlik ki, igy a cellara integrélt U véaltozasa

AzUM = AzU + Atw (U], — U?) (12.32)

ami éppen az upwind moédszerrel egyezik meg v > 0 esetben.

Természetesen egyenletrendszerek esetében a Godunov modszer mar nem
ilyen trivialis, mivel a cella hataron fellép§ Riemann probléma megoldasa
sem az. Ezt a Riemann problémat egzaktul vagy kozelitGen kell megoldani.

A Godunov modszer pontossaga javithato, ha a cellanként konstans fiigg-
vényeket cellanként linearis fiiggvényekkel helyettesitjiik, igy a cella hatéro-
kon a Riemann probléméat az

11—
L _ n n

n 1—”
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értékekre kell megoldanunk, ahol AU; a j-dik cellaban vett meredekség. A
legegyszertibb valasztasok, példaul AU; = (Ujy1 — Uj_1)/2 vagy AU; =
Uj+1 — Uj, ezek azonban nem vezetnek TVD mddszerhez, ugyanis 1) ext-
rémumok keletkezhetnek!

A AU" meredekségeket tehat agy kell limitalni, hogy a TVD tulajdonsag
ne sériiljon. Legegyszertibb a A—U? meredekséget a AUji12 = Ujy1 — Uj
és a AU;j_y/o = U; — U;j_1 meredekségek fiiggvényeként felirni. A kovetkezs
feltételeket kell teljesiteni ahhoz, hogy ne keletkezzen 1j extrémum:

e Ha AUj+1/2 és AUj_l/Q elé’jelei kﬁlénbéznek, akkor AU] = 0-t kell
valasztanunk.

e Ha az elGjelek megegyeznek (pl. pozitivak), akkor AU; < 2AUj41 ),
kiilsnben UjLH/2 > Uj41 lenne, hasonléan AU; < 2AUj_1s, kiilénben

U]§1/2 < Uj—l lenne.

e Ha a két oldalon a meredekség megegyezik, akkor a limitalt meredek-
ségnek is ennyinek kell lennie, azaz AU; /9 = AU;_1/ = AU;

Ezek a feltételek egy az egyben analogok a ¢(f) fluxus limiterre kapott fel-
tételekkel: ¢p(6 < 0) =0, ¢ < 2, ¢/0 < 2 és ¢(1) = 1. Ez konnyen lathato,
ha a

AU(AUj_l/Q, AUj+1/2) = AUj+1/2¢(0) (1234)

megfeleltetést vessziik. Ebben a részben geometriai megfontolasokbol kaptuk
meg ugyanazokat az egyenlétlenségeket, mint amit a fluxus limiternél algebrai
levezetésbdl nyertiink.

Ime néhany meredekség limitalo fiiggvény:

e minmod: A—Uj = minmod (AUj_l/g, AUj+1/2)
e MC: A—Uj = minmod (2AUJ’_1/2, 2AUj+1/2, %AU]'_I/Q + %AUj+1/2)

e superbee: AU; = s max[0, min (2|AU]-+1/2\, SAUj_l/Q) ,
min (|AUJ+1/2|’ 25AUj—l/?)]
ahol s = sgn(AUj1/2), tovabba a minmod fiiggvény nulla, ha az argumen-

tumok el&jele nem egyezik meg, egyébként pedig a legkisebb abszolut értéki
argumentumot adja vissza (elGjelesen).
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minmod MC limiter superbee

X

12.1. 4bra. Haromféle meredekség limitalo szemléltetése

12.2.4. TVD Lax-Friedrichs moédszer

Vegyiink egy tetszéleges konzervativ forméban felirt PDE-t egy dimenziéban:

ou OF
- = 12.
En + 9 0 (12.35)

A linearis konvekcios egyenlet ennek speciélis esete (F' = vU). A fenti PDE
konzervativ Lax-Friedrichs diszkretizacioja a kovetkezs:

. . At 1
Ut = Uy = 5 (Fivip = Fioap) 45 (Qap = ®5ap) - (12:36)
ahol
F.+ F.
Frojp = % (12.37)
Qjv12 = Ujpn = U (12.38)

Itt ® a stabilitashoz sziikséges numerikus diffiiziot biztositja. A numerikus
diffazio egy a = Ax?/(2At) difftzios egyiitthatoji fizikai diffuzio diszkretizé-
ciojanak felel meg. A CFL stabilitasi feltétel miatt At oc Az, igy a numerikus
diffazio els6 rendii hibat okoz, azaz a Lax-Friedrichs modszer idében és térben
els6rendd.
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Skalar egyenletekre kdnnyen megmutathato, hogy a Lax-Friedrichs mod-
szer monoton, és igy TVD is, ha a CFL stabilitas limiten beliil vagyunk,
ugyanis

ourtt

L = 0 (12.39)
oU;
ounrtt 1 At <6F>

L = S 1F-—— |+~ >0 (12.40)
oUn, 2 Az \dU ) .,

A CFL feltétel miatt cAt/Az < 1, ahol ¢ = |0F/0U| a hullam terjedési
sebessége.
A diffazié valamelyest csokkenthetd, ha a numerikus fluxust a kovetkezs-
képp definialjuk: A
t max
©ji1y2 = Ui = Uj) (12.41)

ahol ¢, = max(c;, ¢jt1). Igy az ekvivalens fizikai diffiizios egyiitthato o =
™Az [2-re csokkent, ami még mindig els6 rendi hibat okoz. A monotonitas
a csokkentett difftizié mellett is fennéall, hiszen

ourtt 1 At
a[J]n = 1- Az —(Cj1/2 + ¢j-1)2) (12.42)
J
Uyt 1 At

oF
Cj+1/2 F U

Ha most egy pillanatra visszagondolunk a linearis konvekci(’)s egyenletre ahol

.0,

= >0 12.43
oUTy, 2 Az ( )

Friedrichs modszer ebben az esetben azonos az upwind modszerrel tetszéleges
irdnyt sebességre, azaz egy Godunov modszernek tekinthets. Alkalmazzuk
tehat a Godunov modszernél emlitett eljarast, hogy magasabbrendi diszkre-
tizéciot kapjunk.

Meredekség limiterek segitségével a Lax-Friedrichs diszkretizaci6 masod-
rendtivé tehetd anélkiil, hogy a TVD tulajdonsagot elvesztenénk. A maéasod-
rendii TVDLF moddszerben a fluxusok

F(UL, ) + F(UR )
Fayy = — 0 ——I0p (12.44)

At
(I)j+1/2 = N ]—|—1/2(U]+1/2 UjL+1/2) (12-45)

ahol ¢} ,-t tobbféleképpen is definialhatjuk, pl. ¢, = max(c(U"),c(U")).
Ez a diszkretizacié sima megoldasra térben masodrendt, hiszen a difftziv flu-

xusban Ut | ,—Uf,, 5 O(Ax)-szel kisebb mint az eredeti U, —Uj kiilonbség.
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Ugyanakkor a diszkretizaci6 id6ben csak els6 rendd, s6t, a TVD tulajdonsag
is csak C' < 0.5-re 4ll fenn.

Ahhoz, hogy idében is masodrendii legyen a diszkretizacio, egy prediktor
lépésre van sziikségiink. Az egyik legjobb valasztas a Hancock prediktor:

yriz — gn _ AL Tpm L RTT2) - (U — AT 2 12.46
PP =0y - o [FUF + BTG /2) - F(UP - BTG /2)) (1246)

amely At/2-vel lépteti elére a megoldast. Az U™+/2 prediktort a bal és jobb
oldali extrapolalt értékekhez hasznaljuk fel:

1

L _ n+1/2 —~5"n
n+1/2 1—n
Uﬁh/Q = Ujj—l/ - §AU9'+1 (12-47)

igy ezek most méar id6ben is mésodrendi pontosak. Fontos megjegyezni, hogy
a limitalt meredekségeket tovabbra is az n-dik 1épésbdl szdmoljuk, kiilénben
a modszer nem lenne TVD. Az 1j U* és UF definicidkkal szamolt F és ®
most mér térben és id6ben mésodrendd mddszert eredményez, s6t a TVD
tulajdonsag minden C' < 1-re fennall.

Ismét tekintsiink a konvekcids egyenletet, mint specidlis esetet:

n+1/2 _ 1n At 1 C—o—n
és igy

A konvekcids egyenlet és v > 0 esetén

[F(U'L+1/2) + F(Uﬁ-lﬁ)]+u(U'L+1/2_U?11/2) = UUjL+1/2

v
j j 9 Vi j
(12.50)
azaz az aramlésirdnyu fluxust hasznaljuk. Tehat a teljes numerikus fluxus

N | =

1
Fj+1/2+§q)j+1/2 =

Fi =07+ %v(l — C)AU; (12.51)
ami a AU, = (Ujp1 — U;)¢(0;41/2) helyettesitéssel éppen a limitalt Lax-
Wendroff fluxust adja. Tehat az itt targyalt meredekség és a fluxuslimi-
talt modszerek a konvekcids egyenletre ekvivalensek egymassal. Természete-
sen nemlinearis egyenletre, vagy egyenletrendszerre a két mddszerrel kapott
diszkretizaciok mar lényegesen kiilonb6znek egymastol.
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12.2.5. Altalanositas egyenletrendszerekre

A TVDLF modszer trividlisan altalanosithaté egyenletrendszerekre. Lénye-
gében csak annyi valtozik, hogy 0F/0U most nem skalar, hanem matrix, igy
a hullam terjedési sebességét a legnagyobb abszolut értéki sajatértékkel kell

becsiilni
c= mI?x(|/\k|) (12.52)

ahol )\, a k-dik sajatértéket jeloli. Ezzel a valasztassal elértiik, hogy a TVD
tulajdonsag linearis egyenletrendszerre fennmaradjon, illetve nem lineéris
egyenletrendszerre is 4ltaldban oszcillacidmentes megoldést kapunk.

A numerikus diffizio6, azaz ® fluxus cskkenthets, ha az egyenletrendszert
karakterisztikus valtozokra irjuk at, és mindegyik karakterisztikus valtozohoz
a sajat sajatértékével aranyos diffiziot rendeliink. Ezt TVD-MUSCL mod-
szernek nevezziik.

A TVD MUSCL modszert elészor linearis PDE rendszerre vezetjiik le,
ami

ou ou
— 4+ A— = 12.
o T4, 0 (12.53)

formaban irhat6. Ha a PDE rendszer hiperbolikus, akkor az A matrix dia-

gonalizalhatd
A= RAR™ (12.54)

ahol R a jobb oldali r* sajatvektorokat mint oszlopokat, R~ pedig a bal oldali
I*¥ sajatvektorokat mint sorokat, mig a A diagonalis matrix a \¥ sajatérteé-
keket tartalmazza. A hiperbolikussag miatt a sajatvektorok és sajatértékek
léteznek és valdsak. Definidljuk a karakterisztikus valtozokat

V=R'WU (12.55)
formaban. Ekkor a linearis PDE rendszert balrél R~!-gyel szorozva

10U g 0V OV

BN ar -~ ot + P 0 (12.56)

Azaz a karakterisztikus valtozokban fliggetlen konvekcios egyenleteket kap-
tunk, melyekben a sebességet a A\ sajatértékek adjak. Tehat a megoldast a
karakterisztikus hullamok terjedésének linearis kombinaci6ja adja.

Ezekre kiilon-kiilon alkalmazhatjuk a skalar advekcios egyenletre kifej-
lesztett TVD modszert. A TVD-MUSCL moédszer numerikus fluxusét ezért

p— 2t Sork N F (U - U") (12.57)
Az <
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formaban frhatjuk. Itt az I*-(UR—UT) a k-dik karakterisztikus valtozo ugrasa
a cella hataron, |\*| a k-dik karakterisztikus hullam sebessége, végiil az r*-val
val6 szorzas arra szolgal, hogy visszatérjiink a karakterisztikus valtozokrol a
normal valtozokra. Ha a sajatértékeket mind a maximalis ¢™* = maxy (| \g|)-
val helyettesitjiik, akkor a TVDLF modszert kapjuk vissza, hiszen a jobb
oldali 7* és bal oldali I* sajatvektorok szorzata az identitas métrixot adja.

Nemlinearis PDE esetén a 0F/0U matrix helyettesiti A-t, igy ennek jobb
oldali 74, bal oldali (¥ sajatvektorait és )\, sajatértékeit vessziik.

12.2.6. Altalanositas t6bb dimenziéra

Az Gsszes eddig targyalt modszer altalanosithato 2 vagy 3 dimenziéra az ope-
rator bontéas segitségével, ami megtartja a masodrendi pontossagot térben és
id6ben. Természetesen a tobb dimenzids diszkretizaci6 méar nem lesz TVD,
hiszen mint emlitettiik 2 dimenziéban csak els6rendd modszer lehet TVD.

A masik lehetGség az altalanositasra, hogy a kiilonb6zs iranya (limitélt)
fluxusokat egyszertien Gsszeadjuk. Ez a megkozelités a Harten-féle fluxus
limitalt Lax-Wendroff médszerre nem miikodik, instabil diszkretizaciot ka-
punk. A meredekség limitalt TVDLF és TVD-MUSCL moddszerek azonban
konnyen altalanosithatok ilyen moédon is.

Csupan arra kell vigyazni, hogy a diffizios fluxusok ne eredményezzenek
instabilitast. Ha a limitalt meredekségek nullak, akkor a diffuziés eggyiitt-
hatok értéke a, = Axc®/2 illetve o, = Ayc?/2, ahol ¢* és ¢! az x illetve y
irAnyban vett maximalis hullamsebesség. Ebbdl a dimenzidtlan egyiitthatok
Sy = Atag/Ax? = Atc®/(2Az) és s, = AtcY/(2Ay). Mint a 2 dimenzios
diffiizios egyenletre alkalmazott FTCS modszernél emlitettiik, a stabilitas
feltétele s, + s, < 1/2, igy a 2 dimenziés TVDLF és TVD-MUSCL modsze-
reknél az idGlépésre a stabilitéas feltétel

. 1
At < min — -
gk €172,k + Cik+1/2
Az Ay

(12.58)




13. fejezet

A magneses tér divergenciaja

Ebben a fejezetben attekintiink néhany modszert, ami a numerikus magneto-
hidrodinamikaban (MHD) a magneses tér divergenciajat probéalja meg diszk-
rét értelemben is nullava tartani. Ehhez hasonl6 modszereket az 6sszenyom-
hatatlan folyadékoknal a sebességtér divergencidjara, illetve elektro-magneses
egyenletrendszernél az elektromos tér divergencidjara is alkalmaznak.

13.1. Az MHD egyenletek

Az MHD egyenletek megmaradasi forméban kifejezik a tomeg, a momentum,
az energia és a magneses indukci6 megmaradasat:

%-f-div(pv) =0 (13.1)

ot
opv . 1 1 _,
—— +div(vpv — —BB) + grad(p + —B =0 13.2
5 (vp Ho)g(p%) (13.2)
Oe +div[v(e+p+ LB2) - iBB vl = 0 (13.3)
ot P e o '
B
aa_t +rotE = 0 (13.4)

ahol B a magneses térerdsség, 1o a magneses permeabilitds vikuumban,
E=-vxB (13.5)

az elektromos térerGsség az idedlis MHD kozelitésben, valamint e a teljes
energiastiriiség. A p nyomas a

1

p=tr-1) (= o= ) (13.6)

2 2410
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egyenletbdl szamithato ki. Itt v az adiabatikus index (a nyomésra és térfo-
gatra vett fajh6k hanyadosa). A tovabbiakban a méagneses tér egységeit tgy
valasztjuk meg, hogy po = 1 legyen.

A mégneses térre van még egy egyenlet, ami azt fejezi ki, hogy nincsenek
mégneses monopdlusok:

divB = 0 (13.7)

Ez az egyenlet tulajdonképpen a kezdeti feltételre vonatkozik! Vegyiik ugyanis
az indukci6s egyenlet divergencidjat

0B  divB
ot ot
Tehat ha divB = 0 kezdetben, akkor ez igy marad a tovabbiakban is.

= —divrotE =0 (13.8)

13.2. Divergencia mentesség numerikusan

Egy dimenzi6s problémakra a divergenciamentesség 0B, /0x = 0-ra egysze-
riisodik, azaz B, térben konstans, és az indukcios egyenletbsl 0B, /0t =
—(rotE),, mivel a rotacié z komponensében szerepls 9/0y és 0/0z operato-
rok egy dimenzi6ban azonosan nullat adnak. Tehéat egy dimenziés MHD-ben
B, egy egyszerti paraméterré valik, és ezt a diszkretizacié is konnyen meg
tudja valositani.

Két vagy harom dimenziéban azonban nincs ra garancia, hogy divB =0
numerikusan is megmarad. Természetesen a hiba hasonloan a tobbi diszkre-
tizaciés hibahoz 0-hoz tart, ha Az, At — 0. Azonban a numerikus tesztek
eredményei azt mutatjak, hogy a hiba felhalmozodik, és a megoldas nagyon
pontatlan lesz. Egyes numerikus modszerek instabilla is valhatnak.

Tobbféle modszer hasznalatos, amely a numerikus divB hibéat illetve a
hiba kovetkezményeit csokkenti vagy megsziinteti:

e 8 hullam modszer: moédositjuk az MHD egyenleteket tgy, hogy a nu-
merikus hiba jol viselkedjen

e diffuziés kontroll: a numerikus divB hibat parabolikus diffaziéval csok-
kentjiik

e projekci6: a divB hibat elliptikus projekciéval minden id6lépésben
megsziintetjiik

e hiperbolikus Lagrange szorzés moédszer: a divB hibat elpropagéljuk

e constrained transport: az indukci6 egyenletet ugy diszkretizaljuk, hogy
divB ne valtozzon idében
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e vektor potencial hasznalata: a B magneses tér helyett a A vektor po-
tencialt hasznaljuk. Mivel B = rotA a magneses tér garantaltan di-
vergenciamentes.

13.3. 8-hullAm modszer

A 8-hullam moédszernél az MHD egyenleteket tjra levezetjiik tgy, hogy divB
nem feltétleniil nulla:

% +div(pv) = 0 (13.9)
dpv ) 1_, .
T div(vpv — BB) + grad(p + §B ) = —(divB)B  (13.10)
% +div[v(e+p+ %B2) —BB.v] = —(divB)B-v (13.11)
B
%—t +rotE = —(divB)v (13.12)

Az uj forras tagok a jobb oldalakon talalhaték. Ez egy Galilei invarians
egyenletrendszer. Janhunen és Dellar egy Lorentz invarians megoldast talal-
tak, melyben az energia és a momentum egyenletben nincs extra forrastag.

A modszer onnan kapta nevét, hogy az eredeti MHD egyenletekben 7
karakterisztikus hullam van: 1 entropia hullam, 2 Alfvén hullam, tovabba
2 lassu és 2 gyors magnetoakusztikus hullam. Ezek a hulldmok az egy di-
menzios MHD egyenletek linearizalasibol nyerheték. Mint emlitettiik, 1 di-
menzioban az MHD egyenletekben a B, egy konstans paraméterré valik, igy
val6jdban csak 7 valtoz6 marad: a p sirtiség, a pv impulzus 3 komponense,
az e energiastriiség, valamint a magneses tér B, és B, komponensei. Két
vagy hidrom dimenziéban azonban méar 8 fiiggetlen valtozo van. Ha megen-
gedjiik méagneses monopoélusok létezését, akkor megjelenik egy 8. hullam,
ami a monopolusok, azaz a divB-nek v sebességii haladasat irja le. Az MHD
egyenleteknek ezt a moédositott forméajat elGszor Godunov javasolta.

Az 10j egyenletrendszer azonban méar nem konzervativ. Ez bizonyos ese-
tekben, igaz meglep&en ritkdn, problémat okoz: a gyenge megoldis nem
helyes.

13.4. Diffazi6s kontrol

A diffizioés kontrol médszerben az indukcios egyenletet a kovetkezéképpen
modositjuk:

0B .

i —rotE + ngrad(divB) (13.13)
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ahol n egy pozitiv skalar. Ha vessziik ennek a divergenciajat, akkor

odivB
ot

ami egy diffizios egyenlet divB-re nézve.

Az n egyiitthatot Ggy érdemes megvalasztani, hogy a diffizi6 maxima-
lis legyen, de a diffiizi6s stabilitasi feltétel ne koveteljen a CFL stabilitési
feltételnél kisebb idélépést. Ebbél

= div [pgrad(divB)] (13.14)

(Az)?
At

ahol D < 1 maximalis értéke a konkrét diszkretizaciotol fiigg.

n=D (13.15)

13.5. Projekciés modszer

Az MHD egyenleteket két részlépésben oldjuk meg. Az elsG 1épésben egy B*
megoldast kapunk, melynek divergencidja nem feltétleniil nulla. Egy ilyen
vektor mez6 mindig felirhat6é egy rotaci6 és egy gradiens Osszegeként

B* =rotA + grad¢ (13.16)

A megoldés fizikailag értelmes részét a rotA tag tartalmazza. Ha mindkét
oldal divergenciajat vessziik, akkor egy Poisson egyenletet kapunk ¢-re:

divgrad¢ = divB* (13.17)

A Poisson egyenlet megoldasabol kapott ¢ skalar fiiggvény gradiensével mo-
dositjuk B*-t:
B""! = B* — grad¢ (13.18)

Konnyen lathato, hogy
divB""! = divB* — divgrad¢ = 0 (13.19)

azaz B™"™! divergenciamentes. Azonban nem nyilvanval6, hogy a korrigalt
B"*! mennyire lesz kozel a j6 megoldéshoz.

13.5.1. Minimalis korrekcid

Vizsgéljuk a kovetkez6 problémét. Adott B* mellett mi az a B megoldas,
ami divergencia mentes és
*[12 1 Y )2
IB-B|* =Y (B: - B) (13.20)

=1
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minimalis? A valasz Lagrange multiplikator segitségével talalhatéo meg. Ha
® a Lagrange multiplikatora a divergencia mentesség mellékfeltételnek, akkor
0[d(B) + 35; ©;(divB);]

0By}

= (B} - Bj"") + Z ®;Df; =0 (13.21)

ahol D* az x szerinti derivalt operatora. Hasonld egyenletet kapunk a B;-’
szerinti parcidlis derivalasbol. Az egyenletek megoldasa

B* = Bw,*_Dw,T(D
BY = BY* - DYT® (13.22)

ahol T a transzponaltat jeloli. A mellékfeltételbsl
0= D*B®* + DYBY* — (D*D>T + DYD¥T)® (13.23)

Ha figyelembe vessziik, hogy D* és DY antiszimmetrikus operatorok, akkor
a 13.23 egyenlet a —divgrad® = divB* Poisson egyenlet diszkretizacidja,
mig a 13.22 egyenletek a B = B* + grad® diszkrét formaban. Azaz ¢ =
—& valasztassal éppen a projekcios modszer 13.17 és 13.18 egyenleteinek
diszkretizacioit kapjuk.

Tehéat a projekcids modszer tigy tavolitja el a méagneses tér divergenciajat,
hogy kozben minimalisan korrigélja a megoldast.

13.5.2. Gyenge megoldas projekciéval

Nem vilagos, hogyan viselkedik nem folytonos problémékra a projekcios mod-
szer. Elvileg elképzelhets, hogy a Poisson egyenlet megoldasakor a szakadéasi
feliiletnél 1év6 hibat az egész szamitasi tartomanyra szétszorjuk, és igy az
ugrasfeltételek elromlanak. Azonban a minimélis korrekcié alapjan be lehet
bizonyitani, hogy ez nincs igy.

Legyen az alapmodszer (amit a projekcié el6tt alkalmazunk) térben és
id6ben k illetve m rendii és konzervativ. Ekkor

|B* — BY|| < O(Az*, At™) (13.24)
Tovabbé legyen B¢ egy tetszbleges divergenciamentes konzervativ diszkreti-
zacio:

B — B?Y|| < O(Az*, At™) (13.25)

Mivel a projekcio adja a B*-hoz legkozelebbi divergenciamentes megoldast

IB” — BY|| < ||B° - BY| (13.26)
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A fenti egyenl&tlenségekbdl
IB” - B|| < [[B”-B’[|+|B"-B*| <|B°—-B’[|+|B" - B

< ||B¢=BY|+2[|B* - BY| < O(Az*", At™)  (13.27)

azaz a projekcios megoldés is konzisztens és a rendje &” = min(k, k') > 0

illetve m” = min(m,m') > 1.

13.5.3. Projekci6 és diffazios kontroll

Konnyen belathato, hogy a difftuziés kontroll modszer lényegében a projek-
ci6s modszer egyetlen iteraciora redukalva, illetve gy is felfoghatd, mint a
projekcids modszer altal definialt elliptikus egyenletnek a pszeudo-tranziens
modszerrel torténd megoldasa. Természetesen a magneses tér dinamikusan
valtozik, igy a difftziés kontroll egyetlen id6lépés alatt nem tudja nullara
csOkkenteni a magneses tér divergencidjat, de a hibat jelent&sen redukalja.

13.6. Hiperbolikus Lagrange multiplikator

A szokasos indukcios egyenlet helyett oldjuk meg a kovetkezd egyenletrend-
szert:

aa—]:’ = rotE — grady (13.28)
D(p) = —divB (13.29)

ahol ¢ egy skalarfiiggvény, D pedig egy linearis differencidloperator. Az
operator megvalasztasatol fiiggéen
— elliptikus: D(p)=0 (ugyanaz, mint a projekcio)
— parabolikus:  D(¢) = (1/c))¢ (ugyanaz, mint a diffaziés kontrol)
~ hiperbolikus: D(¢) = (1/c2)d¢p/0t Uj!
Megmutathatd, hogy a hiperbolikus differencidloperatorral a médositott
egyenletrendszer +c;, sebességgel propagalja a divB hibat.

13.7. Constrained Transport

Ha az elektromos teret a cellasarkokon, a méagneses teret pedig a cellaéleken
diszkretizaljuk akkor elérhets, hogy a divrot = 0 azonossag numerikusan
is fennmaradjon. Ezt a diszkretizaciot Constrained Transport (CT, kb. li-
mitalt transzport) modszernek nevezik. Jelolje b* és bY a méagneses teret a
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13.1. 4bra. Constrained Transport diszkretizacié két dimenziéban

cellaéleken. A CT modszer egyszerti mésodrendii véges differencia formulakat
hasznél az indukci6 egyenlet diszkretizal4sara:

E* — F#
T,M T,n +1/2,k+1/2 +1/2,k—1/2
bj—l—l—;é,k = Y12k T At—TEL ! A Lk : (13.30)
Y
E% — F*
Dty = Wy AR T BRI (13.31)

J.k+1/2 Ax
Ko6nnyen meg lehet mutatni, hogy
b b* by — bl
(divh), . i+1/2, kA i=1/2k ],k—l—l/?A k=12 (13.32)
T Y

egzaktul megmarad, azaz ha 0 volt kezdetben, akkor az is marad. Az elekt-
romos teret tobbféleképpen lehet definialni, pl.

Ef g1 = g(Ez + B+ Ezk+1 +E7

A magneses térre persze a cella kozepen is szukseg van, peldaul a Nyomas
kiszamitasdnal. A cella kozepén vett magneses teret egyszert atlagolassal
kaphatjuk meg

bi_1ja0 + b1 2

B, = & : (13.34)

bY 1 2T b?,kﬂ/z
2

(13.35)

Y —
B, =
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13.7.1. Véges térfogat interpretacio

Ha a 13.30 és 13.31 egyenleteket atlagoljuk a cella kozepére a 13.34 illetve
13.35 egyenleteknek megfelelGen, akkor a cella kozepén definialt méagneses
térre

£y £y
;E,TL+1 . Z,T Jik+1/2 B f]yk_l/Q
Tk ok Az '
ahol a fluxusok
_ E? + E%
+1/2,k+1/2 +1/2,k—1/2
Tapp = AR IR (13.38)
_ E? + E?
+1/2,k+1/2 —1/2,k+1/2
R e (13.39)
Az indukcioés egyenlet fenti diszkretizacioja a magneses tér
B? .+ B? — BY — BY
(divB)jr1/2,6+1/2 AL
B;'j,k+1 + Bby+1,k+1 B B;'/,k — sz'j+1,k (13 40)
2Ay ’

szerint definialt divergenciajat megdérzni.

A CT modszer véges térfogat formajanak elénye, hogy minden véaltozo a
cella kézepén van diszkretizélva, ami leegyszertsiti a hatarfeltételek megada-
sat és a program adatstruktirijat.

13.8. Centralis differencia indukcioés egyenletre

A CT diszkretizacid séméja egyszeri centrilis differencidn alapul, bar az
egyes valtozok a racson eltolva (staggered) helyezkednek el. A CT modszer
véges térfogat forméjabol kideriilt, hogy ez nem feltétleniil sziikséges. Le-
het azonban a dolgot még tovabb egyszertisiteni. Ha az indukci6 egyenletet
egyszerd centrélis differenciaval diszkretizaljuk

Eip — E5y_
Bt = B - Ap—REEL R (13.41)

E*
BYptt = BYp + AL (13.42)
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Ez By Ez

B" V.8 B*

EZ By EZ
13.2. 4bra.

Divergenciamentes centralis differencia diszkretizaci6 két dimenzi6ban

akkor

z — B? BY  ,—BY
. 1,k -1,k k+1 k—1
(leB)j,k — J+1, J—4 + Jsk+ Js

2Ax 2Ay
egzaktul megmarad. Ezt a diszkretizaciot CD moddszernek nevezziik. Ez
a 13.1 és 13.2 abrak osszehasonlitasabol is latszik, hiszen az indukciés egyen-
let diszkretizacidja egy 2-es faktorral valé nagyitastol eltekintve ugyanaz. A
nagyitasnak kdszonhetSen azonban a CD modszernél minden valtozoé a cellak
kézepén helyezkedik el.
Célszerii E*-t id6ben atlagolni az n-dik és n + 1-dik 1épés kozott

(13.43)

_ Ez,n + Ez,*
N 2

E* (13.44)
ahol E* = —(vxB),. Ez az egyik legegyszeriibb diszkretizacioja az indukcios
egyenletnek, megérzi a divergenciamentességet, és a tesztek tantisaga szerint
a bonyolultabb CT modszerhez hasonléan, vagy éppen jobban miikédik.

13.9. Altalanositas nem szabalyos racsokra

A 8-hullam, a diffazios kontroll és a projekciés eljaras kiilonosebb nehézség
nélkiil altalanosithato tetszéleges réacsokra. Komplikiciok csak a CT és CD
modszereknél 1épnek fel, hiszen itt a diszkretizacionak kell a difftziomentes-
séget biztositania.
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13.9.1. Altalanos koordinatak

A CT és a CD modszer is kiterjeszthetd altaldnositott koordinatas racsokra.
Ehhez az elektromos és magneses teret megfelel6en transzformalni kell. A
megfelel§ transzformaciok az altalanos relativitaselméletbdl vagy a differen-
cidlgeometriabol kaphatok meg. Ha az altaldnositott koordinatdkat &, 7, C
jeloli, a koordinatatranszforméacios Jacobi matrix

gw é-y fz LT Te Yeg R¢
J={m my n |, T = 3, oy oz (13.45)
Cac gy Cz Te Yo Z¢

lesz. Ennek segitségével felirhatéo a B magneses és £ elektromos tér az alta-
lanositott koordinatdkban

1
(Bg, BW’ BC)T = mg] - (BI, By, BZ)T (1346)
(£5,6m 9T = g (E®, EY, E*)" (13.47)

Ezekkel a valtozokkal az indukciés egyenlet éppen olyan egyszertd lesz mint

a szabalyos Descartes racson, példaul a & komponensre
oB¢ o€ ¢ Q&M
Bt an T aC

Ezt az egyenletet mar akar CT akar CD modszerekkel diszkretizalhatjuk, és

igy az altalanos koordinatakban definialt

divB = 9.8 + 0,B" + 0. B (13.49)

(13.48)

meg fog maradni.

13.9.2. Gorbevonala racsok

Gorbevonalu racs esetén is hasznalhaté az altalanos koordinatakra megadott
modszer. A kiilonbség annyi, hogy a Jacobi métrix elemeit numerikusan kell
meghatarozni. Péld4ul a J~! matrix elemei

"L‘]—Fl,k,l — "L‘j—l,k,l

(Te)jky = AL
T, — ZTip
(@n)jks = ]’Hl’;An 2R (13.50)

modon diszkretizalhatok. Miutan J adott, az z,y, 2 komponensekkel adott
E elektromos teret transzformaljuk &-be, kiszamoljuk B viltozasat a CT
vagy CD modszerrel diszkretizalt indukcids egyenletbdl, majd a wvdltozdst a
AB = det JJ ! - AB segitségével visszatranszformaljuk és hozzdadjuk B"-
hez. Mint lathato, ezekhez a lépésekhez a J matrix elemeire nincs is sziikség.
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13.9.3. Adaptiv racsok

Adaptiv racsokra csak az eredeti CT modszert lehet 4ltalanositani, a véges
térfogat forma illetve CD moédszer AMR racsokon nem hasznéalthat6. Ennek
az az oka, hogy a finom és durva racsok taldlkozasanal csak akkor lehet a
divergenciamentességet biztositani, ha a méagneses tér normélis komponense
azon a feliileten adott, ahol a két racs talalkozik, azaz a cellahataron. Az
elektromos teret 2 dimenziéban a cella sarkokon, 3 dimenzioban az éleken
kell definidlni. A finom és durva racsok atfeds éleinél biztositani kell, hogy
a finom racs két élén definialt elektromos terek atlaga megegyezzen a durva
racs egy élén 1évg térrel. Ehhez ugyanolyan korrekcios 1épés sziikséges mint a
konzervativ fluxusokat biztosité korrekcio, aholis az egybeess cellahatarokon
a finom racson definialt 4 fluxus atlagara kell javitdni a durva racson vett
fluxust.

Az AMR durvito6 és finomité 1épéseinél is tekintettel kell lenni arra, hogy
a magneses tér divergenciamentes maradjon. A durvités trividlisan megold-
hat6. Amikor a 8 finom cellabdl egy durva cellat képziink, a magneses tér
normél komponensét a durva racson a finom racson vett normél komponen-
sek atlagaval kell egyenlévé tenni. Mivel normal komponensnek a 8 finom
cellara vett feliileti integralja (6sszege) nulla volt, ez igaz lesz a durva racsra
is. A divergenciamentes finomit4ds mér kevésbé trivialis probléma, de ez is
megoldhaté.

13.9.4. Strukturalatlan racsok

Strukturalatlan racsokra is sikeriilt a CT modszert altalanositani. A mégne-
ses tér norméal komponensei tovabbra is a cella éleken (2 dimenzioban) illetve
lapokon (3 dimenzioban) adottak. A nehézséget az okozza, hogy az élek
nem parhuzamosak a koordinatatengelyekkel (illetve az altalanositott koor-
dinatakkal), igy nem nyilvanvald, hogy a normal komponensekbdl hogyan
lehet megkapni az z,y, 2 komponenseket. A Hans De Sterck altal kifejlesz-
tett MUCT mobdszer tgynevezett feliilet elemek segitségével hatarozza meg
a magneses teret a lapokon vett normalkomponens értékek alapjan. Ez a
véges elem modszerbdl atvett technika olyan vektor bazis fiiggvényeket hasz-
nél, melyeknek a normal komponense 1 az egyik élen/lapon, és 0 a tobbin,
tovabba divergencidjuk nulla. A vektor bazisfiiggvények linearis kombiné-
lasaval elgallithatd az a magneses tér, aminek nulla a divergenciaja, és a
normal komponense a cella élein/lapjain éppen annyi, amennyit a CT algo-
ritmus alapjan kaptunk.
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13.10. Osszehasonlitas

A mégneses tér divergencidjat a fejezetben targyalt szdmos modszer bar-
melyikével viszonylag jol lehet kontrollalni. A legkéltségesebb a projekcios
modszer, mivel meg kell oldani egy Poisson egyenletet minden 1épésben. Ha
a megoldast csak kozelitGen végezziik el (pl. egy iteracios modszerrel), akkor
divB nem lesz 0, de lecsokken. Ha csak egyetlen iteracidt végziink, akkor
lényegében a difftuzids kontrol modszert kapjuk meg. A 8-hullam és a hi-
perbolikus Lagrange multiplikdtoros médszerek a numerikusan gerjesztett
monopolusokat az aramlas, illetve egy rogzitett hullamsebességgel probal-
jak kivinni a szimulé4ciés tartomanybol. Végiil a CT és CD modszerek a
diszkretizaci6 iigyes megvalasztasaval garantaljak, hogy divB numerikusan
megmaradjon. Ugyanakkor az indukci6é egyenlet specialis diszkretizacidja
nem feltétleniil szerencsés egyéb szempontokboél. Példaul nem nyilvanvalo,
hogyan lehet a megoldés oszcillacidmentességét garantalni. Csak numerikus
tesztekkel donthetd el, hogy melyik médszer miikodik a legjobban.

Szamos numerikus teszt alapjan ugy tinik, hogy a projekciés modszer
az egyik legpontosabb, de ugyanakkor a legkoltségesebb is. Meglepé médon
a rendkiviil egyszerii CD moédszer is hasonléan pontos, de sajnos ez nem
altalanosithaté adaptiv racsokra. A CT modszerek koziil azok miikédnek
a legjobban, amelyekben az elektromos teret megfelel6 upwind modszerrel
diszkretizaljuk. Ha egyszerii interpolaciokat alkalmazunk, a megoldasban
oszcillaciok lépnek fel. Végiil a 8-hullam és a diffizios modszerek ugyan
kevésbé pontosak, de rendkiviil egyszertieck. A 8-hullam mddszer hatranya
hogy nem konzervativ, ami ritkan helytelen gyenge megoldast eredményezhet.
Ugyanakkor bizonyos alkalmazasoknal, ahol a termikus energia nagyon kicsi
a mégneses energidhoz képest, a tobbi moédszernél jobban biztositja a nyomaés
pozitivitasat.
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