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Contact	  disconInuiIes	  	  in	  the	  intracluster	  
medium	  appear	  as	  “edges”	  in	  X-‐ray	  images	  of	  
many	  clusters	  –	  “cold	  fronts”	  	  (Markevitch	  &	  
Vikhlinin	  2007)	  
	  
Sloshing	  cold	  fronts	  form	  aSer	  core	  passage	  of	  
a	  minor	  merger	  remnant	  (TiTley	  &	  Henrikson	  
2005;	  Ascasibar	  &	  Markevitch	  2006)	  
	  
Sloshing	  fronts	  contain	  informaIon	  about	  
merger	  history	  (Owers	  et	  al	  2009;	  Roediger	  et	  
al	  2011)	  

Sloshing	  fronts	  in	  Abell	  2142	  
(MarkevIch	  et	  al	  2000)	  

Understanding	  sloshing	  cold	  fronts	  should	  make	  it	  possible	  to	  determine	  merger	  
properIes	  	  –	  potenIally	  without	  resorIng	  to	  large	  numerical	  simulaIons	  
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Assume:	  small	  peturbaIons,	  confined	  to	  the	  gas	  
(Roediger	  &	  ZuHone	  2012)	  
	  
–	  expressible	  as	  a	  superposiIon	  of	  the	  modes	  of	  a	  
cluster	  atmosphere	  	  
	  
–	  slow	  =>	  mainly	  g-‐modes	  
	  
–	  one-‐armed	  spiral	  =>	  mainly	  dipolar	  
	  
In	  a	  spherical	  cluster,	  sloshing	  is	  expressible	  in	  
terms	  of	  spherical	  harmonics,	  Ylm,	  with	  only	  l	  =	  1	  

Roediger	  &	  ZuHone	  (2012)	  

Symmetry:	  	  	  	  	  	  rY1,1	  ~	  x	  +	  i	  y;	  	  	  	  	  	  	  	  rY1,-‐1	  ~	  x	  –	  i	  y;	  	  	  	  	  	  	  	  rY1,0	  ~	  z	  
	  
=>	  perturber	  orbiIng	  in	  x-‐y	  plane	  (θ	  =	  π/2)	  cannot	  excite	  m	  =	  0	  mode,	  so	  only	  m	  =	  ±1	  
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Balbus	  &	  Soker	  (1990)	  
	  
In	  a	  stably	  straIfied	  atmosphere,	  when	  displaced	  radially,	  buoyant	  forces	  make	  a	  gas	  
blob	  oscillates	  at	  the	  Brunt-‐Väisälä	  frequency:	  
	  
Inclined	  shearing	  mode	  oscillates	  at	  	  
	  
	  

ωBV(r)	  for	  Virgo	  model	  of	  Roediger	  et	  al	  (2011)	  

r	  (27.7	  kpc)	  

Roughly:	  g-‐modes	  for	  ω	  <	  vK	  /	  r	  	  
sound	  modes	  for	  ω	  >	  s	  /	  r	  
	  
g-‐modes	  at	  small	  r	  couple	  to	  sound	  at	  
large	  r	  	  =>	  	  g-‐modes	  not	  fully	  trapped	  
	  
Resonant	  radius:	  	  ω	  =	  ωBV(rω)	  
	  	  
For	  g-‐modes,	  d	  ln	  W	  /	  d	  ln	  r,	  
with	  W	  =	  <v2>,	  evaluated	  at	  rω,	  shows	  a	  
pronounced	  minimum	  
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All	  terms	  real	  –	  can	  use	  real	  
soluIons	  

Real	  parts	  of	  the	  form	  
q	  (r,	  θ)	  cos	  (C	  +	  m	  Φ	  –	  ω	  t)	  	  
	  
–	  rigid	  rotaIon	  about	  polar	  (z)	  
axis	  
	  
For	  m	  =	  ±1,	  rotates	  with	  angular	  
frequency	  ω	  	  
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density	  

vr	  

pressure	  

mode	  0	   mode	  1	  

mode	  5	   mode	  10	  
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Assume	  iniIal	  density	  perturbaIon	  is	  dipolar	  and	  uniform	  in	  r	  
	  
Best	  fit	  with	  modes	  0	  to	  94	  (m	  =	  +1	  only):	  

Radial	  velocity	  
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vs	  t	  /	  rs	  =	  0	   vs	  t	  /	  rs	  =	  1	  

vs	  t	  /	  rs	  =	  2	   vs	  t	  /	  rs	  =	  5	  

94	  mode,	  m	  =	  +1	  
	  
Higher	  frequency	  modes	  
dominate	  at	  centre	  
	  
Mode	  rotaIon	  forms	  a	  spiral	  
outward	  from	  centre	  
	  
	  
Amplitude	  increases	  as	  
modes	  separate	  
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Off	  centre	  core	  passage	  
excites	  prograde	  (m	  =	  1)	  
mode	  preferenIally	  	  
	  
–	  not	  exclusively	  
	  
e.g.,	  with	  30%	  retrograde	  
(m	  =	  -‐1)	  modes,	  smooth	  
spiral	  is	  broken	  into	  “fronts”	  

vs	  t	  /	  rs	  =	  2	   vs	  t	  /	  rs	  =	  5	  

Mode	  pairs	  for	  m	  =	  ±1	  interfere	  construcIvely	  at	  fixed	  Φ	  
	  
=>	  enhanced	  regions	  move	  radially	  
	  
	  
94	  modes	  are	  insufficient;	  assembling	  enough	  modes	  for	  a	  large	  scale	  simulaIon	  is	  not	  
much	  lest	  costly	  than	  a	  full	  simulaIon	  
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Isothermal	  cluster	  atmosphere,	  with	  power	  law	  iniIal	  density	  profile,	  ρ	  (r)	  ~	  r-‐κ	  
	  
Scaled	  Brunt-‐Väisälä	  frequency:	  
	  
SoluIons	  for	  scaled	  frequency,	  λ,	  related	  to	  those	  for	  λ	  =	  1	  by:	  
	  
	  
A	  g-‐mode	  of	  the	  same	  form	  exists	  for	  	  
every	  frequency	  
	  
General	  soluIon	  is	  a	  weighted	  sum	  	  
(integral)	  of	  these	  over	  λ	  (frequency;	  	  
also	  l	  and	  m)	  
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fλ (x) = f1(λx);  uλ (x) = u1(λx);  hλ (x) = h1(λx);  λχλ (x) = χ1(λx)

Self-‐similar	  g-‐mode	  for	  κ	  =	  1.5,	  l	  =	  1,	  λ	  =	  1	  
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RestricIng	  to	  the	  dipolar	  modes	  (l	  =	  1,	  m	  =	  ±1),	  with	  power	  law	  weights,	  J’	  λ-‐(1+η),	  gives	  	  
self-‐similar	  soluIons	  (y	  =	  λ	  x),	  
	  
with	  similarity	  variable	  	  s	  =	  vs	  t	  /	  r	  
	  
(similar	  forms	  for	  other	  parts	  of	  the	  soluIon)	  
	  
RestricIng	  to	  η	  =	  0	  (constant	  iniIal	  perturbaIon),	  gives	  
	  
AsymptoIc	  form	  for	  y	  –>	  0,	  	  
gives	  real	  soluIon,	  for	  s	  –>	  ∞	  (r	  –>	  0	  or	  t	  –>	  ∞),	  
	  
Fixing	  the	  phase	  of	  the	  cosine	  gives	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  defining	  a	  spiral	  that	  
wraps	  ever	  more	  Ightly	  at	  small	  r	  	  
	  
Fixed	  points	  in	  the	  self-‐similar	  paTern	  	  (fixed	  s)	  have	  speed	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  –	  constant	  	  
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The image cannot be displayed. Your computer may not have enough memory to open the image, or the image may have been corrupted. Restart your computer, and then open the file again. If the red x still appears, you may have to delete the image and then insert it again.

sonic	  radius	  

<–	  r	  	  	  	  t	  –>	  	  	  

Complex	  soluIons	  for	  density	  and	  pressure	  
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κ	  =	  1.5,	  η	  =	  0,	  m	  =	  1	  

Sound	  wave	  starIng	  transient	  

t	  ×	  4	  –>	  	   t	  ×	  4	  –>	  	  
Path	  of	  fluid	  element	  
starIng	  from	  (1,	  0,	  0)	  

Path	  of	  fluid	  element	  
starIng	  from	  (0,	  1,	  0)	  

Sloshing	  involves	  local	  
oscillaIon,	  not	  large-‐scale	  
flows	  (cf.	  Keshet	  2012)	  



If	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  is	  the	  displacement	  of	  	  a	  fluid	  element	  from	  its	  iniIal	  posiIon,	  the	  
separaIon	  between	  two	  close	  fluid	  elements	  evolves	  as	  
	  
	  
	  
Here,	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  is	  the	  displacement	  for	  a	  fixed	  disturbance	  and	  A	  is	  the	  amplitude	  
relaIve	  to	  it	  
	  
Where	  the	  flow	  is	  converging	  (downward	  zero	  crossings	  of	  the	  density	  perturbaIon	  vs	  
r),	  if	  the	  amplitude	  is	  too	  large,	  fluid	  elements	  need	  to	  pass	  through	  one	  another	  
	  
At	  a	  fixed	  Ime	  and	  place	  in	  the	  flow,	  the	  minimum	  A	  >	  0	  that	  makes	  1	  +	  A	  M	  singular,	  
Amin,	  gives	  the	  amplitude	  for	  nonlinearity	  
	  
Local	  minima	  in	  Amin	  are	  sites	  where	  fronts	  form	  first	  (and	  the	  linear	  model	  must	  fail)	  
	  
Inversion	  symmetry	  	  =>	  	  Amin	  <	  0	  corresponds	  to	  Amin	  >	  0	  at	  the	  inverted	  point	  

Front	  FormaIon	  
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Amin	  vs	  s	  for	  self-‐similar	  model	  (κ	  =	  1.5,	  η	  =	  0,	  
m	  =	  1)	  on	  +x	  axis	  
	  
Amin	  =	  0	  means	  no	  root;	  	  
	  
Amin	  <	  0	  means	  –Amin	  is	  the	  minimum	  A	  at	  –s	  
	  
Local	  minima	  in	  |Amin|	  are	  sites	  of	  potenIal	  
fronts	  
	  
Amplitude	  needed	  for	  front	  formaIon	  
decreases	  for	  later	  (inner)	  fronts	  

IniIal	  density	  perturbaIons	  <	  10%	  will	  cause	  fronts	  to	  form	  quickly	  
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Self-‐similar	  model	  (κ	  =	  1.5,	  η	  =	  0,	  combined	  m	  =	  ±1),	  showing	  where	  cold	  fronts	  are	  
expected	  to	  form	  in	  cyan	  
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Features	  (constant	  s	  =	  vs	  t	  /	  r)	  move	  at	  constant	  speed,	  vs	  /	  s,	  in	  the	  self-‐similar	  model	  
	  
More	  generally,	  WKB	  approximaIon	  (Balbus	  &	  Soker	  1990)	  gives	  r	  and	  t	  dependence	  
for	  g-‐modes:	  
	  
	  
At	  radius	  r	  and	  Ime	  t,	  the	  mode	  sum	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  is	  dominated	  by	  modes	  
near	  where	  
	  
	  
Where	  ωBV	  (r)	  ~	  r-‐1,	  this	  condiIon	  gives	  ω	  /	  k	  =	  r	  /	  t	  	  =>	  	  homologous	  expansion	  of	  the	  
paTern	  –	  as	  found	  by	  Roediger	  et	  al.	  (2011):	  
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•  Sloshing	  is	  well-‐modelled	  by	  superposiIons	  of	  dipolar	  (l	  =	  1)	  g-‐modes	  for	  m	  =	  ±1	  

•  Core	  passage	  of	  a	  remnant	  excites	  a	  broad	  range	  of	  g-‐modes,	  favouring	  prograde	  
modes,	  but	  also	  exciIng	  retrograde	  modes	  

•  Spiral	  paTerns	  develop	  outward	  from	  the	  center	  because	  the	  Brunt-‐Väisälä	  
frequency	  decreases	  with	  radius	  

•  Interference	  between	  counter-‐rotaIng	  modes	  forms	  higher	  amplitude	  front	  
regions	  that	  expand	  radially	  

	  
•  Fronts	  form	  where,	  in	  linear	  models,	  fluid	  elements	  would	  pass	  through	  one	  

another	  

•  IniIal	  density	  perturbaIons	  of	  ~10%	  are	  sufficient	  to	  cause	  this	  nonlinearity	  

•  Since	  ωBV	  (r)	  ~	  r-‐1,	  fronts	  expand	  at	  nearly	  constant	  speed,	  v	  =	  r	  /	  t	  	  


